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Анотація. Проектування мостових переходів передбачає довгострокове прогнозування загаль-

ного розмиву під мостами за багаторічний період [1], але його широке впровадження загальмовується 
відсутністю теоретичного   обґрунтування деяких засадничих принципів. Зокрема способу визначення 
залишкового розмиву від попередніх паводків.  
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Вступ. Гідрологічний режим ріки й гідроморфологічні параметри її русла являють собою систему, 

що може підсилювати або послабляти інтенсивність загальних руслових деформацій у зоні впливу мо-
стових переходів. Однак головним фактором розвитку загального розмиву є величина й характер транс-
формації руслової витрати, обумовлена стисненням ріки підходами до моста. Загальний розмив під мо-
стом залежить як від абсолютної величини коефіцієнта трансформації руслової витрати, так і від харак-
теру його зміни в границях зони стиску. Тому варто встановити зв'язок між величиною загального роз-
миву під мостом і різними характеристиками трансформації руслової витрати. 

Мета і методи. З метою встановлення зв’язка між величиною загального розмиву під мостом і 
різними характеристиками трансформації руслової витрати, формула для визначення характеристики 
трансформації руслової витрати записується з узагальненим показником степеня [2]: 
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де м - коефіцієнт стиснення потоку під мостом; lc -  довжина зони стиснення. 

Якщо врахувати (2) в (1), матимемо 
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Для перевірки зроблених перетворень розглядаються граничні умови: 

коли l = 0, маємо 1м  - початок зони стиснення; 

коли l = lc, маємо мм    - під мостом.  

Надаючи показнику степеня різні значення від 0,1 до 1,3 одержимо різні характеристики транс-
формації руслової витрати, які наведені на рис. 1. 

Як свідчать теоретичні дослідження, при невеликому стисненні (рис. 1), тобто в момент залишко-
вого розмиву, характеристики трансформації руслової витрати змінюється практично за лінійним зако-
ном. Для залишкового розмиву ця витрата повинна бути щонайменшою з можливих, тобто не менше 
допустимої похибки її гідрометричного визначення в натурних умовах, яка за даними О.А.Лучшевої [3] 
становить 2%. Таким чином, найменша витрати заплавного потоку, яку можна заміряти, дорівнює двом 
відсоткам витрати руслового потоку в брівках, який на цей момент дорівнює загальній витраті ріки 
0,02∙Qр.б. = Q. 
 

 
Рисунок 1 – Узагальнені характеристики трансформації руслової витрати. 

Figure 1 – Generalized characteristics of channel flow transformation. 
 

Якщо збільшити зону, яка відповідає залишковому розмиву, отримаємо рисунок 2. 
Аналізуючи дані, які наведені на рисунку 2 видно, що при невеликому стисненні, тобто в момент 

залишкового розмиву, характеристика трансформації руслової витрати змінюється практично за ліній-
ним законом. 

Для одержання змістовних результатів, що відбивають сутність впливу різних умов формування 
змінного уздовж шляху руслової витрати на величину загального розмиву під мостом, досить обме-
житься аналізом його верхньої межі. У зв'язку із цим виникає необхідність в одержанні аналітичного 
виразу для верхньої межі загального розмиву, що враховує різні характеристики трансформації руслової 
витрати. 

Математична модель для рішення поставленого завдання має вигляд [4] і складається з диферен-
ціального рівняння балансу наносів, транспортуючої спроможності потоку, рівняння витрати потоку, 
характеристики трансформації руслової витрати з узагальненим показником степені: 
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(4) 

 
де G i Q – витрати наносів і води;  
h i Bp– глибина і ширина русла;  
V – швидкість руслового потоку;  
A – коефіцієнт, що враховують фізичні властивості наносів; 
βр – коефіцієнт трансформації руслової витрати в зоні стиснення;  
l – відстань від початку стиснення;  
lc – коефіцієнт стиснення потоку під мостом. 
 

 
Рисунок 2 – Коефіцієнт стиснення потоку на початку зони стиснення. 

Figure 2 – The compression ratio of the flow at the beginning of the compression zone. 
 

Найпростішою розрахунковою схемою буде така, коли перша в серії повінь проходить по нероз-
митому (пласкому) дну. В цьому випадку початкові умови мають вид: h = hpn. 

Перехід від змінної l до змінної β здійснюється за правилом: 
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Похідна 
dl

d буде такою: 
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Якщо показник ступені n+1 помножити і поділити на n, то вираз похідної буде: 
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З врахуванням отриманої похідної 
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Після підстановки рівняння балансу наносів матимемо квазілінійне рівняння загального роз-
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В теорії диференціальних рівнянь з частинними похідними доводиться, що квазілінійному 

рівнянню з двома незалежними змінними відповідає система з двох звичайних диференціальних рівнянь, 
яка в симетричній форму набуває виду: 
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Складові елементи системи (10) являють собою відношення диференціалів незалежних змінних 

до коефіцієнтів при відповідних похідних розшукуваної функції. Для складання двох звичайних рівнянь 
треба згуртувати їх попарно в будь-якому порядку. Таких неповторюючих самих себе комбінацій може 
бути тільки три. Наприклад, перше з другим, перше з третім і третє з другим. З метою отримання загаль-
ного рішення квазілінійного рівняння нема потреби розв’язувати їх всі три. Досить розв’язати будь-які 
два. Вибір цих рівнянь залежить від складності їх рішення і пов’язані з цим ускладнень, що виникають 
при врахуванні початкових умов. 

Перше звичайне диференціальне рівняння утворюється внаслідок комбінації крайніх членів си-
стеми (10): 
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 Після зведення подібних членів, рівняння (11) набувають виду звичайного з відокремленими 
змінними: 
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де  dtQГ pn
4

 – інтегральна функція гідрографу. У виразах (13) і (16) 1 та 2  – сталі інтегрування. 

На відмінну від звичайних диференціальних рівнянь, для яких загальне рішення повністю визна-
чається невідомою сталою величиною, загальне рішення диференціальних рівнянь з частинними 
похідними являє собою невизначену функцію Ф від інтегралів (13) і (16). Таким чином, загальне рішення 
квазілінійного рівняння (10) становить: 

 

0
)

1
4(

14
, 1

45,54
4

3

























npc

g

p

n
hBl

ГbnAh
BФ


.  

  
Вид функції Ф визначається шляхом врахування початкових умов, тобто розв’язання задачі 

Коші. 
Для здобуття частинного рішення, треба інтеграли (13) і (16) записати стосовно початкового мо-

менту t0 = 0. Тобто всім членам явно залежним від часу t надати значення, які вони повинні мати в по-
чатковий момент. Такою величиною є тільки природна руслова витрата води Qpn. Тому в початковий 

момент розвитку руслових деформацій інтегральна функція гідрографу   0dtQГ m
pn . Інтеграл (13) 

залишається без змін, а інтеграл (16) позбувається другої складової: 
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Визначивши з останніх виразів функцію h та аргумент β , матимемо їх явні залежності від інте-

гралів 1 та 2 : 
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Тепер, якщо підставити у (19) початкові умови h = hpn, отримаємо  
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Підставимо (17) і (18) у вираз (21), отримаємо: 
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
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
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Виконавши звичайні алгебраїчні перетворення, отримуємо: 
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
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Тоді основна розрахункова залежність набуває такого виду: 
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. (23) 

 
Якщо треба визначити глибину загального розмиву тільки під мостом, одержуємо таку залеж-

ність: 
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
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. (24) 

 
Результати і пояснення. Дослідження залежності глибини, що відповідає загальному розмиву, 

від параметра n, що визначає характеристику трансформації руслової витрати, виконано за допомогою 
аналітичної формули (24) для мостового переходу через річку Вільшанка [5 – 7]. 

Загальний опис р. Вільшанка. Річка Вільшанка бере початок поблизу села Моринці Звенигородсь-
кого р-ну Черкаської області на висоті 230 м над рівнем моря. Спершу тече на південний схід, у середній 
течії круто повертає на північ, від міста Городище тече на північний схід. Впадає до Дніпра неподалік 
від села Лозівок на висоті 76 м над рівнем моря. Довжина річки від гирла 100 км. Площа водозбірного 
басейну 1260 км². Середній похил річки 0,9 м/км. Долина трапецієподібна. Річка протікає в лісостеповій 
зоні. Заплава у нижній течії заболочена. Річище звивисте, завширшки 20 – 25 м. Глибина змінюється від 
2 до 3 років. Живлення змішане. Замерзає наприкінці листопада, скресає у березні. Використовується на 
водопостачання, зрошення. 

Вихідними даними до гідравлічного розрахунку були: морфологічні характеристики р. Віль-
шанка (табл. 1), ряди спостережень, криві витрат, водомірні графіки [8]. Для визначення глибини в роз-
митому руслі (24), були побудовані гідрограф руслової та загальної витрати 1% забезпеченості та інте-
гральна функція гідрографа 1% забезпеченості. Графічне зображення результатів дослідження показане 
на (рис. 3). 
 

Table 1 – Морфологічні характеристики р. Вільшанка 
Таблиця 1 – Morphological characteristics of the river Vilshanka 

Ширина розливу ріки, м В 149 
Середня ширина русла, м Bp 60 
Природна відмітка дна, м Zд 76,75 
Середня відмітка заплав,м Zз 82 
Коефіцієнт, залежний від крупності 
наносів 

Аg 0,000681 

Поздовжній похил дна I 0,00033 
 

 
Рисунок 3 – Залежність загального розмиву від характеру трансформації загальної витрати під час про-

ходження паводку 
Figure 3 – Dependence of the total erosion on the nature of the transformation of the total flow during the 

flood 
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Висновки та рекомендації. Аналізуючи дані, які наведені на рисунку 2.14, можна побачити, що 
при зміні показника степеня n від n = 0,4 до n = 1,3 графіки, що показують глибину в розмитому руслі 
під час проходження паводку, майже накладаються один на одного. Це свідчить про те, що величина 
загального розмиву на мостових переходах не залежить від характеру трансформації руслової витати. 
Значення величини загального розмиву зростають зі збільшенням показника степеня n в характеристиці 
трансформації руслової витрати. 

Коефіцієнт стиснення потоку під мостом βм при залишковому розмиві  практично лінійно змен-
шується до 1,0 на початку зони стиснення. 

Характеристика руслової витрати з показником степеня n = 0,1 виходить за межі теоретичної об-
ласті існування коефіцієнтів n і в подальшому може бути виключена із аналізу. 

Витрата потоку для залишкового розмиву повинна бути щонайменшою з можливих, тобто не 
менше допустимої похибки її гідрометричного визначення в натурі і приймається рівною 0,02ꞏQр. 

Отримані результати дозволяють здійснити аналітичну реалізацію математичної моделі залишко-
вого розмиву з лінійною характеристикою трансформації руслового потоку в системі багаторічного про-
гнозу руслових деформацій на мостових переходах. 
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Summary. The design of bridge crossings involves the long-term prediction of the overall erosion of 

bridges over many years, but it widespread implementation is hampered by the lack of theoretical substantiation 
of some basic principles. In particular a method for determining residual erosion from previous floods. 
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