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Wprowadzenie. Ważnym parametrem funkcyjnym chropowatości po obróbce ubytkowej 

i uszlachetniającej oraz eksploatacji jest udział materiałowy (nazywany; współczynnikiem długości nośnej 
chropowatości profilu/powierzchni) oraz przebieg jego wartości w zależności od poziomu przecięcia 

profilu/powierzchni, określony krzywą udziału materiałowego Abbotta Firestone (nazywaną, krzywą 

nośności) oraz związany z nią rozkład rzędnych profilu [1-6]. Wyniki wielu badań dowodzą, że 
eksploatacyjne wskaźniki maszyn i urządzeń polepszają się, gdy powierzchnie dwóch współpracujących ze 

sobą elementów charakteryzują się odpowiednim przebiegiem tych krzywych [7-10]. Z tego też punktu 

widzenia matematyczne udowodnienie istnienia jednego punktu przegięcia proponowanej postaci 
matematycznej R(x) [11-14] oraz jednoznaczność jej określenia za pomocą jej trzech parametrów A, x0 i B 

nabiera ważnego znaczenia poznawczego i utylitarnego. 

Analiza literatury. W pracy [11] przedstawiono sposób aproksymacji unormowanej krzywej 

udziału materiałowego funkcją trzyparametrową, minimalizującą maksymalną odległość punktów 
dyskretnych otrzymanych z pomiaru krzywej nośności profilu chropowatości powierzchni od tej funkcji. 

Zamieszczono metodykę obliczenia błędu dopasowania, uzyskując w 98% z 500 analizowanych powierzchni 

po gładzeniu, błąd aproksymacji mniejszy od błędu pomiaru odciętych i rzędnych krzywej Abbotta 
Firestone. Stwierdzono skorelowanie parametrów opis unormowanej krzywej Abbotta Firestone parametrami 

A, x0, B ze współrzędnymi charakterystycznych jej punków i pochyleniem. Ma miejsce silnie skorelowane 

parametrów: średniej arytmetycznej rzędnych profilu Ra i wysokość najwyższego wzniesienia profilu Rp, 
wyznaczonych z odpowiedniego pola powierzchni krzywej Abbotta Firestone oraz z zarysu profilu 

chropowatości powierzchni. Występują coraz większe ich różnice, im mniejsze są od 1 μm parametry Ra i 

Rp [12]. Analiza krzywej Abbotta Firestone umożliwiła jej opis za pomocą współczynnika niepełności 

Rp/Rt, pochylenia unormowanego Rk/Rt i odciętej xrk krzywej Abbotta Firestone - charakteryzującej 
przechodzenia obszaru wzniesień do obszaru wgłębień nierówności powierzchni. Określono także 

interpretację fizyczną proponowanego opisu i jego poprawność [13]. Zmieszczono [14] poprawność opisu 

krzywej nośności chropowatości powierzchni gładzi cylindrów parametrami wynikającymi z trzech 
odmiennych metodyk obliczeniowych za pomocą: niezależności pochylenia rdzenia chropowatości od 

udziału nośnego wgłębień, korelacji między parametrami, istotności różnic między wartościami średnimi, 

składowych głównych, rozróżnialności procesu technologicznego gładzenia, rozrzutu oceny w grupach 

cylindrów o zbliżonych cechach wytwarzania oraz przydatności w procesie konstruowania, wytwarzania, 
eksploatacji i modelowania. Zaistniała możliwość matematycznego obliczenia wysokości i udziału 

materiałowego dla dowolnego/charakterystycznego punktu/obszaru krzywej Abbotta Firestone z 

opracowanego modelu matematycznego [11-14]. 
Metody opisu krzywej Abbotta Firestone zostały przestawione w [11, 13]. Opis krzywej czterema 

parametrami k3, k2, k1, k0 funkcji wielomianu 3 stopnia jest także stosowany [15]. Szerokie zastosowanie 

znalazło przedstawienie krzywej Abbotta Firestone w układzie modeli stochastycznych Greenwooda-
Williamsona oraz Minkowskiego i Nayaka [16, 17, 18]. Krzywa Abbotta Firestone, umożliwia także 

przedstawienie różnych właściwości geometrycznych powierzchni w tym trójwymiarowych. Można 

analizować na jej podstawie pochylenie zboczy profilu/powierzchni, wysokości wierzchołków/szczytów, 
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promienie zaokrąglenia wierzchołków/szczytów [19, 20]. Stwarza to lepsze możliwości oceny powierzchni 
od tradycyjnego jej zastosowania, oczywiście do rozkładu rzędnych/amplitud. 

Przebieg zmienności oraz istnienie jednego punktu przegięcia aproksymującej funkcji R(x) 
udział materiałowy Abbotta Firestone. Rozważmynastępujące funkcje f1(x), f2(x) (rys. 1) opisujące udziału 
materiałowego (krzywą nośności) chropowatości powierzchni po obróbce ubytkowej lub eksploatacji [11-
14]: 
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gdzie A B x, , 0  są parametrami. 

Zakładamy tutaj, że zmienna x przebiega przedział (0,1), natomiast ( )x0 0 1∈ , , ( )A∈ 0 1, , 
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⎝⎜
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, π . Ponadto rozpatrywać będziemy również funkcję R(x) opisującą także krzywą udziału nośnego, 

która jest kombinacją wypukłą funkcji f 1  i f 2 . Dokładniej, z uwzględnieniem wag wpływu funkcji 
składowych f 1  i f 2  tj. funkcję R x f x f x( ) , ( ) . ( )= +0 7 0 31 2  (rys. 2). 

Zajmiemy się w dalszym ciągu zbadaniem podstawowych elementów związanych z przebiegiem 
zmienności rozważanych funkcji f 1 (x), f 2 (x) oraz R(x) w zależności od parametrów A B x, , 0  (rys. 1). 
Analizę rozpoczniemy od zbadania pierwszej i drugiej pochodnej funkcji f 1 (x).  
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Nietrudno zauważyć, że ′ >f x( ) 0  dla x ∈( , )0 1  oraz dla wszystkich dopuszczalnych wartości 

parametrów A B x, , 0 . Oznacza to, że funkcja f 1  jest ściśle rosnąca na przedziale (0, 1). 
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Przeanalizujmy teraz ′f x1 ( ) . 
Zauważmy, że: 
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Znajdziemy najpierw miejsca zerowe ′′f x1 ( ) : 
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Ostatecznie otrzymujemy: 
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Stąd widać, że wyrażenie w mianowniku ułamka, stojącego pod arcus tangens w (2), jest kombinacją 

wypukłą sin2
0πx  oraz cos2

0πx . Ponieważ sin2
0πx ≥0 oraz cos2

0πx ≥0 i równocześnie nie może być 

sin2
0πx = 0 i cos2

0πx = 0 (bo sin2
0πx + cos2

0πx =1) więc wspomniane wyrażenie w mianowniku jest 
dodatnie. Zatem znak wyrażenia: 
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zależy tylko od znaku wyrażenia w liczniku. 
Zauważmy teraz, że liczba x obliczona ze wzoru (2) jest punktem podejrzanym o realizację punktu 

przegięcia. 
Dla k=0, 1 lub 2 odpowiednio oznaczmy te liczby przez x x x0 1 2

∗ ∗ ∗, , . Ogólnie, niech xk
∗  oznacza 

liczbę otrzymaną z (2) dla ustalonego k∈Z. 
Zauważmy następnie, że ułamek (3) można przekształcić do postaci: 
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Oznaczmy dalej y tg x= π 0  i rozważmy funkcję: 
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Nietrudno wywnioskować, że gdy x0  przebiega przedział (0,1), wówczas y przebiega przedział (-∞, 
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Zatem funkcja h(y) osiąga maksimum lokalne (zarazem globalne) w punkcie 
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b) 

Rys. 1. Rodziny funkcji składowych stosowanych do aproksymacji krzywej nośności profilu: 
a) funkcja f1(x) dla wybranych wartości parametrów A, x0, b) funkcja f2(x) dla B zmiennego <0,001, 
1,55> z krokiem ~ 0,39 

 
Stąd otrzymujemy: 
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Teraz, biorąc pod uwagę to, że odległość pomiędzy liczbami x x x0 1 2
∗ ∗ ∗, ,  są równe 1/2 otrzymujemy 

następujący wniosek:  
WniosekFunkcja f x1( ) , rysunek 1a, może mieć co najwyżej dwa punkty przegięcia w przedziale 

(0,1). 
W dalszym ciągu przeanalizujmy dokładniej mogące się tutaj pojawić przypadki. 
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Załóżmy najpierw, że x0 0 1∈ ( , ) . Wtedy sin 2 00πx >  co implikuje, że ułamek (3) jest dodatni a 

więc do przedziału (0.1) należy również punkt x1
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Ostatecznie:  
′ >f x1 0( )  dla x x∈ ∗( , )0 0 . 

W podobny sposób pokażemy, że 0)(1 <′′ xf  dla ),( 10
∗∗∈ xxx  a także ′′ <f x1 0( )  dla x x∈ ∗( , )0 1 . 

Reasumując, otrzymujemy: 

Jeżeli x0 0 1
2

∈⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

, , to funkcja f x1( )  ma dokładnie dwa punkty przegięcia x0
∗ oraz x1

∗ na 

przedziale (0, 1). Ponadto, f 1  jest wypukła na przedziałach ( )0 0, x∗  i ( )x1 1∗ ,  oraz wklęsła na przedziale 

( , )x x0 1
∗ ∗ . 
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Pozostał jeszcze do przeanalizowania przypadek x0
1
2

= . Wtedy z (3) mamy, że 00 =
∗x . Dalej, na 

podstawie (2) otrzymujemy: 

x1
1
2

∗ = , x2 1∗ = . 

Ponadto, nietrudno sprawdzić, że f 1  jest wklęsła na przedziale (0, 1/2) i wypukła na przedziale (1/2, 
1). Zatem: 
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wklęsła na przedziale (0, 1/2) oraz wypukła na przedziale (1/2, 1). 
Zajmiemy się w dalszym ciągu analizą funkcji f x2 ( ) . 
Zauważmy gdy B → 0, to otrzymujemy:  



260 
 

x
tgB
B

Bx
Bxtgx

tgB
Bxtgxfxf

BB

o =⋅===
→→

)(lim)(lim)()(
0022 . 

Z drugiej strony, przy B →
π
2

 otrzymujemy:  

⎩
⎨
⎧

=
<

====
−→−→ 1,1

0,0)(lim)(lim)()(
2

2

2

2
22 xdla

xdla
tgB

Bxtgxfxfxf
BB

ππ

π

. 

Dalej mamy:  

)(cos
1

)(cos
1)( 222 BxtgB

B
Bx

B
tgB

xf ⋅=⋅=′ . 

Ponieważ parametr B przebiega , zgodnie z założeniem, przedział 0
2

, π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

, to łatwo widać, że 

′ >f x2 0( )  dla x∈(0,1). Stąd wynika, że f 2  jest funkcją ściśle rosnącą na przedziale (0,1). 
Dalej mamy:  

)(cos
2sin)( 4

2

2 Bx
Bx

tgB
Bxf ⋅=′′ . 

Pochodną tą można również przedstawić w postaci: 

Bx
Bx

B
BBxf 3

2

2 cos
sin

sin
cos2)( ⋅=′′ . 

Zauważmy, że z przyjętych założeń (a mianowicie: x∈(0,1), B ∈⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0
2

, π ) wynika łatwo, że 

′′ >f x2 0( )  dla x∈(0,1). Ponadto przypomnijmy, że ′ >f x2 0( ) , a wiec funkcja f2  jest rosnąca i wypukła 
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Stąd widoczne jest, że funkcja ′′R x( ) ma niezwykle złożoną postać, przez co niemożliwym staje się 
jej analiza klasycznymi metodami rachunku różniczkowego. Fakt ten spowodowany jest również tym, że 
funkcja ′′R x( ) zależna jest od trzech niezależnych od siebie parametrów A, B oraz x0 . 

Niemniej jednak, korzystając ze wcześniej ustalonych faktów podamy teraz pewne wnioski 
dotyczące zachowania się funkcji ′′R x( )  a tym samym funkcji R x( ) . 

Będziemy rozważać trzy przypadki. 

Przypadek 10   x0
1
2

1∈⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

, . 

Wtedy jak pokazaliśmy wcześniej, funkcja f x1( )  ma dwa punkty przegięcia 

( )x x x x1 2 1 20 1∗ ∗ ∗ ∗∈ <, , , . Ponadto, f1  jest wklęsła na przedziałach ( )∗1,0 x  i ( )x2 1∗ ,  oraz wypukła na 

przedziale ( )x x1 2
∗ ∗, . Ponieważ wypukłość funkcji f1  oznacza w naszym przypadku dodatniości drugiej 
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pochodnej ′′f1  oraz funkcja ′′f 2  jest dodatnia na całym przedziale (0,1), zatem uwzględniając to, że ′′R x( )  

jest wypukłą kombinacją funkcji ′′f1  i ′′f 2  otrzymujemy, że na przedziale ( )x x1 2
∗ ∗,  funkcja ′′R x( )  jest 

dodatnia. Oczywiście z uwagi na to, że ( )′′ >f x2 1 0  oraz ( )′′ >f x2 2 0  otrzymujemy, że ′′R x( )  jest 

dodatnia na pewnym przedziale ( )x x1 2,  zawierającym przedział [ ]x x1 2
∗ ∗, . 

Mamy więc: 
Wniosek:Istnieje taki przedział ( ) )1,0(, 21 <xx , że ( ) [ ]x x x x1 2 1 2, ,⊃ ∗ ∗  oraz funkcja R(x) jest 

wypukła na przedziale ( )x x1 2, . 

Oznacza to, że funkcja R(x) ma punkty przegięcia w przedziałach ( )0 1, ,x  oraz ( )x2 1, , o ile są to 
przedziały niepuste.  

Zauważmy dalej, że: 
( ) .2sin

sin
sin7,0

sin
2sinsin7,0)0(7,0)0(3,0)0(7,0)0(

0
4

0
2

0
44

0
2

0
2

1
'

11 ox
xA

x
xA
xAxAfffR π

π
ππ

π
ππ ⋅=

−
−=′′=+′′=′′  

Z założenia wynika, że ( )2 20π π πx ∈ , , a więc sin ( )2 0 0 00πx R< ⇒ ′′ < . Stąd i z ciągłości 

funkcji ′′R x( )  otrzymujemy, że ′′R x( )  jest ujemne na pewnym przedziale na prawo od 0. Oznacza to, ze 
funkcja R(x) jest wklęsła na tym przedziale, zatem musi mieć punkt przegięcia x1

∗ , gdzieś w przedziale 
( )1,0 x . 

Wniosek: Funkcja R(x) jest wklęsła na pewnym przedziale ( ) ( ) ( )0 0 01 1 1, , , ,x x x∗ ∗⊂ ⊂  oraz ma 

punkt przegięcia w punkcie x1
∗ . 

Zauważmy, że kwestia, czy w przedziale ( )x2 1,  funkcja R(x) jest wklęsła, jest do rozstrzygnięcia 
znacznie trudniejsza. Możliwe są tylko odpowiedzi w przypadkach szczególnych. 

Załóżmy najpierw, że B jest liczbą bliską zera. Wtedy, jak ustaliliśmy wcześniej, f x x2 ( ) ≅  więc 
′′ ≅ ′′R x f x( ) , ( )0 7 1 . 

Zatem ′′R x( )  zachowuje się w przybliżeniu tak, jak ′′f x1 ( ) , więc ma na przedziale ( )x2 1,  punkt 

przegięcia ≅ ∗x1 , a ponadto jest wklęsła w tym przedziale (rys. 2c, zwłaszcza dla sytuacji A=0,25, x0=0,25, 
B=0,001). 

Jeżeli natomiast B jest liczbą bliską π/2, to ′′f 2 1( )  jest liczbą bardzo dużą, więc to implikuje, że 
wtedy ′′ >R ( )1 0 . Oznacza to, że R x( )  jest wypukła w pobliżu x=1, i może więc nie mieć ona punktu 

przegięcia w przedziale ( )x1 1, . Fakt ten zilustrowany jest odpowiednim wykresem komputerowym, gdy 
x0=0,75, A=0,25, B=0,78 (rys. 2b). 

 

Przypadek 20  x0 0 1
2

∈⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,  

Wtedy rozumując podobnie jak poprzednio łatwo wnioskujemy, że funkcja R(x) jest wypukła na 
przedziale ( ) ( )0 01 1, ,x x⊃ ∗  oraz na przedziale ( ) ( )x x2 21 1, ,⊃ ∗ . Może, więc być  
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a) 

 

b) c) 

 
Rys. 2. Wpływ parametrów A, x0, B na kształt krzywej nośności: a) x0= 0,25, B= 0,78, A= 

0÷1,25 z krokiem 0,25 oraz A= 11,87, A= 22,5, b) A= 0,25, B= 0,78, x0=0÷1,25 z krokiem 0,25 oraz 
x0= 11,87, x0= 22,5, c) A= 0,25, x0= 0,25, B= 0,001÷l,55 z krokiem ~ 0,39 

 
ewentualnie wklęsła na przedziale ( )x x1 2, . I tak, np. w przypadku, gdy B jest liczbą bliską 0 mamy, 

ze ′′ ≅ ′′R x f x( ) , ( )0 7 1 , a wiec funkcja R(x) ma dwa punkty przegięcia x1
∗  i x2

∗ . 
 
Przypadek 30   x0 = 0,5 
Wtedy, na podstawie poprzednio ustalonych faktów wnioskujemy, że R(x) jest funkcją wypukłą na 

przedziale ( )x , ,1 1
2

1⊃ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 oraz może być funkcją wklęsłą na przedziale ( )0 0 1
2

, ,x ⊃ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

. Wynika stąd, że 

w rozważanym przypadku funkcja R może mieć tylko jeden punkt przegięcia x . 
Podsumowanie. Funkcja f 1  jest ściśle rosnąca na przedziale (0, 1) i może mieć co najwyżej dwa 

punkty przegięcia w przedziale (0, 1). Jeżeli ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
1,00x , to funkcja f x1( )  ma dokładnie dwa punkty 

przegięcia x0
∗ oraz x1

∗  na przedziale (0, 1). Ponadto, f 1  jest wypukła na przedziałach ( )0 0, x∗  i ( )x1 1∗ ,  

oraz wklęsła na przedziale ( , )x x0 1
∗ ∗ . Jeżeli ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 1,

2
1

0x , to funkcja f x1 ( )  ma dokładnie dwa punkty 

przegięcia x1
∗ i x2

∗ na przedziale (0, 1). Ponadto, f 1  jest wklęsła na przedziałach ( )0 1, x∗ i ( )x2 1∗ , oraz 

wypukła na przedziale ( )x x1 2
∗ ∗, . Jeżeli x0

1
2

= , to funkcja f x1 ( )  ma dokładnie jeden punkt przegięcia o 

odciętej równej 1/2. Jest ona wklęsła na przedziale (0, 1/2) oraz wypukła na przedziale (1/2, 1). 
Z dokonanej analizy wynika, że f 2  jest funkcją ściśle rosnącą na przedziale (0,1).  
Aproksymowana funkcja unormowanej krzywej Abbotta Firestone ′′R x( ) , zależna jest od trzech 

niezależnych od siebie parametrów A, x0 oraz B, ma niezwykle złożoną postać. Niemożliwym jest jej analiza 
klasycznymi metodami rachunku różniczkowego. 

Istnieje taki przedział ( )x x1 2 0 1, ( , )< , że ( ) [ ]x x x x1 2 1 2, ,⊃ ∗ ∗  oraz funkcja R(x) jest wypukła na 

przedziale ( )x x1 2, . Oznacza to, że funkcja R(x) ma punkty przegięcia w przedziałach ( )0 1, ,x  oraz ( )x2 1, , 
o ile są to przedziały niepuste. 

Funkcja R(x) jest wklęsła na pewnym przedziale ( ) ( ) ( )0 0 01 1 1, , , ,x x x∗ ∗⊂ ⊂  oraz ma punkt 

przegięcia w punkcie x1
∗ . 
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РЕФЕРАТ 

МІХАЛЬСКІ Яцек. Математичний аналіз існування однієї точки перегину нормованої кривої 
Ебботта Фаєрстоуна (графічної характеристики шорсткості) / МІХАЛЬСКІ Яцек // Вісник 

Національного транспортного університету. – К. : НТУ, 2014. - Вип. 30. 

Проаналізовано апроксимовану математичним рівнянням нормовану криву Ебботта 
Фаєрстоуна. Запропонована функція R(x) є опуклою комбінацією двох складових функцій f1(x) і  f2(x), 

з відповідними вагами впливу. Аналітично визначені інтервали опуклості і увігнутості. Основна 

увага приділяється аналітичним доказам існування єдиної точки перегину пропонованої 

математичної форми R(x). 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: НОРМОВАНА КРИВА ЕББОТА ФАЄРСТОУНА, АПРОКСИМАЦІЯ, 

ТОЧКА ПЕРЕГИНУ, ОПУКЛІСТЬ І УВІГНУТІСТЬ, ВЛАСТИВОСТІ СКЛАДОВИХ ФУНКЦІЙ f1(x) І 
f2(x). 

 
SUMMARY 

MICHALSKI Jacek. Mathematical analysis of the existence of one curve inflection point norms for 

participation bearing area curve of Abbott-Firestone / MICHALSKI Jacek // Visnyk of the National 
Transport University. - K.: NTU, 2014. – № 30. 

We analysed a mathematical equation approximated normalized bearing area curve Abbott-

Firestone. The proposed feature R(x) is a convex combination of the two components of the function f1(x) 

and f2(x), with the respective weights of impact. Analytically determined intervals protrusions and 
depressions. The main attention was paid to the analysis to prove the existence of a single point of inflection 

of the proposed mathematical form R(x). 

KEY WORDS: NORMALIZED BEARING AREA CURVE ABBOTT-FIRESTONE, 
APPROXIMATION, AN INFLECTION POINT, CONVEXITY AND CONCAVITY, PROPERTIES OF 

THE COMPONENT FUNCTIONS f1(x) AND f2(x) 
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