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Постановка задачі. 
Розглядаються питання побудови моделі для задачі про трубопровід з рухомою рідиною при 

різних способах закріплення кінців трубопроводу. 
Вважаємо, що рух рідини заданий, рідина ідеальна, а труба буде розглядатись на основі 

балочної моделі. Також будемо вважати, що труба є достатньо довгою по відношенню до її діаметру. 
Важливо відмітити, що якщо початкові збурення в системі лежать в одній площині, то і в 
подальшому рух системи буде відбуватись тільки в цій площині.  

В статті досліджено поведінку трубопроводу при швидкісній течії на основі нелінійної моделі, 
побудова якої базується на основі варіаційного принципу Гамільтона-Остроградського. Важливим 
моментом є те, що вихідна система для випадку нелінійної моделі вимагає мішаного опису її 
компонент. Оскільки рідина має бути описана в змінних Ейлера, а трубопровід в змінних Лагранжа, 
то функція Лагранжа для варіаційного принципу Гамільтона-Остроградського матиме вигляд: 
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 Динамічна модель базується на основі сукупного використання  принципу Гамільтона-

Остроградського та методу модальної декомпозиції, тому для подальшого спрощення моделі 
скористаємось методом представлення розв’язку через форми коливань 

 
)()( xAtcu i

i
i∑= , 

 де ( )tci  – амплітудні параметри коливань, що залежать від часу;  
( )xAi  – форми коливань, які є повною ортогональною системою функцій. 
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де EJ – згинна жорсткість балки;  
F – площа поперечного перерізу труби;   
ρ – лінійна густина рідини;   
μ – лінійна густина матеріалу балки;  
Р – внутрішній тиск у трубі;  
l – довжина балки.  
Для дослідження коливань трубопроводу при різних швидкісних режимах течії рідини, 

розглянемо чотири варіанти закріплень трубопроводу: консоль, консоль-шарнір, двобічна консоль, 
двобічний шарнір. 

Маємо граничні умови, які відповідають постановці задачі про визначення форм коливань 
системи:  
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Чисельне моделювання. Розглядається система трубопровід-рідина, при швидкості течії 

krVV 5,0=  . Вважаємо що рух трубопроводу мав початкове збурення за законом lc 02,0)0(2 = . 
Розглянемо випадки: консоль, консоль-шарнір, шарнір-шарнір, консоль-консоль. Виконаємо 

розрахунки для труби з алюмінію довжиною 1м. На рисунку 1 а закон зміни амплітуди першої форми 
коливань, де тонка лінія відповідає консольному закріпленню, товста лінія – консоль-шарнір, штрих-
пунктирна тонка відповідає закріпленню шарнір-шарнір і шртих-пунктирна товста – випадок 
двобічного консольного закріплення. На рисунку 1б і 1в зображено другу і третю форму коливань, 
відповідно, подано тонкою кривою, другої – штриховою кривою, третьої – жирною кривою. На 
рисунку 1 б закон зміни амплітуди першої форми коливань подано штриховою кривою, другої – 
тонкою кривою, третьої – жирною кривою. На рисунку 1в закон зміни амплітуди першої форми 
коливань подано тонкою кривою, другої – штриховою кривою, третьої – жирною кривою. 

   З рисунків видно, що при збільшенні швидкості течії рідини вказаний ефект перекачки 
енергії в амплітуди форми коливань стає все більш помітним. Подібні явища ми спостерігаємо і при 
дослідженні і всіх варіантів закріплення трубопроводу.  При досліджені цих чотирьох випадків 
закріплення випадків бачимо, що такі загальні тенденції системи зберігаються і надалі. 
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Рисунок 1 
 
Висновки. Вирішальним у поведінці трубопровід – рідина, незалежно від способу закріплення, 

є наближення швидкості течії рідини до критичної. При швидкостях, які наближені до половини 
критичної швидкості, спостерігається цілеспрямований енергообмін в системі, який приводить до 
зростання початкових збурень в часі, який може привести до небезпечних ситуацій. Найбільш 
складно і з більшими амплітудами ці явища проявляються для закріплень з вільними краями.   
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Розглянуто задачу нелінійної динаміки трубопроводу з рідиною. Трубопроводи з рідиною є 
складовою багатьох інженерних систем. Ми розглядаємо трубопровід при різних закріпленнях, який 
перебуває під дією швидкісної течії рідини. Коли швидкість рідини наближається до критичної, 
енергія рідини може перерозподілитись, і тоді коливання трубопроводу можуть збільшитись. Це 
може призвести інколи і до руйнування трубопроводу. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: КРИТИЧНА ШВИДКІСТЬ, ТРУБОПРОВІД, РІДИНА, ЕНЕРГІЯ РІДИНИ. 
 

ABSTRACT 
Kovalchuk O.P. Nonlinear dynamics pipelines with high-speed fluid flow in different ways 

consolidation. Visnyk National Transport University. Series «Technical sciences». Scientific and Technical 
Collection. – Kyiv: National Transport University, 2015. – Issue 1 (31). 

The task of nonlinear dynamics of pipeline is considered with a liquid Pipelines with a liquid are the 
constituent of many engineering systems. We examine a pipeline at the different fixings which is under the 
action of speed flow of liquid. When speed of liquid approaches critical, energy of liquid can redistribute, 
then vibrations of pipeline can increase. Sometimes this can results in destruction of pipeline. 

KEYWORDS: KRITICHNA SHVIDKІST, TRUBOPROVІD, RІDINA, ENERGІJA RІDINI. 
 

РЕФЕРАТ 
Ковальчук О.П. Нелинейная динамика трубопровода со скоростной течением жидкости при 

различных способах закрепления / О.П. Ковальчук // Вестник Национального транспортного 
университета. Серия «Технические науки». Научно-технический сборник. – К. : НТУ, 2015. – Вып. 1 
(31). 

Рассмотрена задача нелинейной динамики трубопровода с жидкостью. Трубопроводы с 
жидкостью являются составляющей многих инженерных систем. Мы рассматриваем трубопровод 
при различных закреплениях, находящийся под действием скоростного течения жидкости. Когда 
скорость жидкости приближается к критической, энергия жидкости может перераспределиться, и 
тогда колебания трубопровода могут увеличиться. Это может привести, иногда, и к разрушению 
трубопровода. 
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