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Постановка проблеми.  За останні роки у країнах Центральної та Східної Європи збільшився 

обсяг вантажних перевезень, які здійснюються комбінуванням декількох видів транспорту. Це 
пов’язано з підписанням міжнародних угод, спрощенням митних процедур для країн-учасниць та 
створенням відповідної нормативно-правової бази з питань міжнародних змішаних перевезень.  В 
країнах Європейського Союзу частка інтермодальних, а саме автомобільно-залізничних перевезень 
становить 11-17 % від загального обсягу перевезень вантажів. 

В Україні в не повній мірі використовується даний вид  перевезень, на жаль. Причиною тому є 
недосконала законодавча база та низький рівень мотивації перевізників. Хоча з іншого боку 
використання контрейлерного сполучення при міжнародних перевезеннях вантажів саме для України 
може вирішити ряд поточних проблем:  

- проблему завантаженості автомобільних доріг,  
- проблему обмеженої кількості дозволів на перевезення, у тому числі і транзитних, 
- зменшення аварійності та порушень правил дорожнього руху, 
- проблему перевезення великовагових та небезпечних вантажів,  
- підвищення транзитного потенціалу країни з найменшими витратами. 
Крім того, потенціал України у  сфері контрейлерних перевезень дійсно досить великий, по-

перше – це напрямки руху, хоча можливості і обмежені колією 1520 мм, країни до яких можна 
здійснювати перевезення без зміни ширини колії досить перспективні: це Росія, Казахстан, Польща 
та країни Балтії. Тому аналіз досвіду використання контрейлерних перевезень у міжнародному 
сполученні є необхідним та першим етапом у процесі удосконалення транспортної системи України.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій по темі дослідження. Питанням розвитку 
контрейлерних перевезень присвячена велика кількість наукових робіт, статей  та публікацій, зокрема, в 
свої працях розглядали такі автори: Н.А. Нефедов, Т.В. Харченко, Н.В. Пономарьова, Л.Н. Матюшин, 
Б.Н. Стрекалов, Ю.О. Сілантьева.  Доставку вантажів з використанням технологій контрейлерних 
перевезень досліджували такі вчені як: Воєвудський Е. М., Мироненко В.К.,  Воркут А.І., Нагорний Є. 
В., Постан М.Я., Правдін Н.В. та iн. Аналіз організації закордонних автомобільно-залізничних 
перевезень вантажів у спільній роботі Ширяєвої С.В. та Кондрад Т.І.  показав необхідність подальшого 
залучення міжнародного досвіду організації змішаних вантажних перевезень до умов українського 
ринку транспортних послуг [4]. Розроблена технологія для експлуатації на залізницях як колії 1520 мм, 
так і колії 1435 мм в роботі Котенко А.М. доводить доцільність для інтеграції залізниць України до 
міжнародної транспортної мережі та подальшого розвитку вантажних перевезень міжнародними 
транспортними коридорами, формування мережі регулярних контрейлерних перевезень в межах 
«простору 1435 мм і 1520 мм» [5]. Лючков Д.С. довів доцільність використання контрейлерного 
сполучення у рамках зовнішньо-економічної діяльності України.  

Виклад основного матеріалу дослідження.  
На сьогоднішній день розроблено чимало систем доставки вантажів комбінованими видами 

транспорту [15].  Зразковий їх розвиток – в Австрії і Швейцарії. Гірські перевали простіше і 
надійніше «брати», не карабкаючись по серпантинах вузьких доріг, а проходячи наскрізні тунелі 
залізничних сполучень на стійких спеціальних платформах. У світовій практиці існує два принципи 
організації контрейлерного руху. Перший, коли сідельні тягачі тільки доставляють свої причепи до 
місця вантаження і залишають їх на товарній станції. На станції призначення фуру зустрічає вже 
інший тягач, який доставляє вантаж безпосередньо вантажоодержувачеві. В цьому випадку 
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експедитор повинен домовлятися з двома автоперевізниками. Крім того, необхідне спеціальне 
устаткування, контрейлерні станції мають бути обладнанні спеціальними вантажними рампами. Є і 
другий принцип, коли на спеціальні платформи вантажиться весь автопоїзд в зчепленні, що 
припускає включення в залізничний вантажний склад ще і пасажирських вагонів для водіїв. Після 
прибуття на станцію призначення автофургони вивантажуються і слідують безпосередньо до місця 
вантаження-вивантаження своїм ходом. Інтенсивне впровадження контрейлерних перевезень в 
розвинених країнах (США, Канада, Німеччина і ін.) почалося 30- 40 років тому, щорічний приріст 
цих перевезень складає близько 20%. З метою збереження чистоти атмосфери, навколишнього 
середовища, автошляхів Урядами Європейських країн приділяється значна увага розвитку таких 
перевезень. Залізничному транспорту за здійснені контрейлерні перевезення надається державна 
фінансова дотація, оскільки такі перевезення для залізничного транспорту є збитковими. 

Відомі такі системи, як RoLa (Rollende Lanrstrasse) на залізничних платформах зі зниженою 
підлогою та  горизонтальним методом навантаження-розвантаження Ro-Ro (roll-on-roll-off), 
Flexiwaggon (Швеція), CargoBeamer (Німеччина), CargoSpeed (Велика Британія), Modalohr (Франція) 
автоматизоване, паралельне, швидке перевантаження товарів, режим не супроводжувальних 
перевезень –   MegaSwing (Швеція).  Далі розглянемо більш детально, кожну з наведених систем.  

Перша – відома система транзитних залізничних перевезень через Альпи RoLa (Rollende 
Lanrstrasse - рухомий шлях). Це перевезення автотранспортних засобів на залізничних платформах зі 
зниженою підлогою з використанням  горизонтального методу навантаження-розвантаження Ro-Ro 
(roll-on-roll-off), коли автотранспортні засоби самі в’їжджають на залізничну платформу чи 
з’їжджають з неї. Перевагами такого завантаження є можливість паралельного завантаження-
вивантаження кожного окремого вагона у складі поїзда та можливість проведення відкриття-закриття 
по обидві сторони терміналу.   

Розглянемо технологічний аспект цієї системи. Конструкція передбачає стандартний вагон, 
який складається з двох опорних рамп і трьох стандартних візків. Опорні рампи з’єднані на 
середньому відсіку. На кожній рампі є поворотна платформа і пристрій кріплення. Вагон є 
зчленованим і симетричним з двома завантажувальними платформами. 

Характеристика рухомого складу: 
- швидкість руху – до 120 км/год; 
- колеса діаметром 957 мм; 
- довжина 32 м, 
-  вага – 42т; 
- стандартні зчіплювальні пристрої; 
- завантажувальні поворотні платформи. 
Система Rollende Lanrstrasse зображена на рис. 1. 

 
Рисунок 1 – Система RoLa (Rollende Lanrstrasse) 
 
Також існує техніка RoLo(lift-on-lift-off) – піднімальна техніка навантаження за допомогою 

кранів. Дана техніка широко застосовується в Європі для несупровідних причепів, має універсальну 
платформу та сідлоподібний профіль підлоги з кишенями для коліс транспортного засобу. 
Використовується для знімних кузовів і контейнерів. 

Система призначена для транспортування автопоїздів на залізничній платформі зі зниженою 
підлогою. Навантаження-розвантаження транспортного засобу здійснюється своїм ходом з кінця 
транспортного засобу, а кріплення транспортного засобу на платформу здійснюють водії самостійно 
шляхом установки під колеса відкотного пристрою. Швидкість руху транспортного засобу по 
платформі – до 20 км/год. 

Проте така система істотно знижує експлуатаційні характеристики рухомого складу, що 
необхідно враховувати  при виборі  системи перевезення. 

Використання даних систем дозволило європейським перевізникам скоротити час на 
формування контрейлерного потягу до 40 хв. За останніми технічними нормами вимоги до 
контрейлерних перевезень такі: 
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- час очікування автотранспортного засобу – не більше 20 хвилин;  
- час на формування потягу – не більше 1 години; 
- час зміни колії – мінімальний;  
- легкий доступ до терміналів автошляхами та залізницею;  
- максимальний час перетину кордону – 20 хвилин для поїзда. 
В Європі також широко застосовуються наступні системи доставки вантажів такі як, 

технологія Flexiwaggon, що пристосована до специфічних потреб шведського транспорту. Платформа 
обертається гідравлічно. Процес її управлінням повністю автоматизований. Водію вантажівки 
залишається лише натиснути на кнопку. Жодне устаткування та спеціальний термінал не потрібен. 
Flexiwaggon може рухатися зі швидкістю до 160 км/ год. Завантаження або вивантаження всієї партії  
у поїзд займає 7 хвилин. Вантажно-розвантажувальні роботи можуть проводитися у будь-якому місці. 
Єдиною вимогою є міцність основ, вони мають витримати вагу автомобіля. Flexiwaggon може 
завантажити 50 тонн порівняно з 42 т, що пропонують подібні системи. Навантаження за обсягом 
також вище, оскільки платформа Flexiwaggon є нижчою та має поліпшену прохідності уздовж рейки.  

Технологічний процес системи Flexiwaggon зображено на рис. 2 
 

 
 
Рисунок  2 – Технологія Flexiwaggon 
 
CargoBeamer (нім. –  поїзд для перевезення вантажів) сполучає в собі автоматизоване, 

паралельне, швидке і недороге перевантаження товарів між автомобільним транспортом і залізницею. 
Використовується сідельна платформа з висотою підлоги 200 мм і діаметром коліс 920 або 950 мм. 

 Напівпричіп установлюється на піддоні, який витягується на платформу електричною тягою. 
Одночасно  піддон з причепом завантажується у протилежну сторону. Жорсткою умовою для даної 
системи є необхідність точного позиціонування поїздів на терміналі. Паралельне, автоматизоване 
горизонтальне перевантаження сідельно-зчіпних пристроїв здійснюється в такій послідовності: 

- сідельний автопоїзд під'їжджає до КаргоГейту; 
- сідельний автопоїзд в'їжджає в приставку вагону;  
- зняття вантажу з причепа на приставці вагону;  
- прийом поданого вантажу; 
- тягач  покидає КаргоГейт; 
- вантаж в режимі очікування на КаргоДжете; 
- КаргоДжет прибуває на КаргоГейт; 
- старт горизонтального переміщення; 
- паралельна горизонтальна перевалка вантажів; 
- кінець горизонтального переміщення; 
- КаргоДжет покидає КаргоГейт; 
Дана система проходила випробування на терміналі у місті Лейпциг, швидкість руху сягає до 

120 км/год. Рухомий склад має бути обладнаний спеціальною поворотною платформою та гідравлічним 
обладнанням. Система дозволяє перевозити як автопоїзди, так і напівпричепи та контейнери. 
Основними перевагами системи є висока продуктивність та можливість швидкого завантаження усього 
поїзда. Складність в експлуатації даної системи полягає у необхідності наявності тягових механізмів 
для платформи та відповідного гідравлічного обладнання. Система характеризується високою вартістю 
перевезення. Технологія системи CargoBeamer зображена на рис. 3.  

Прототип системи CargoSpeed був представлений в 2004. Система знижує витрати на 
залізничні / автомобільні перевезення і збільшує швидкість роботи з терміналами. За допомогою 
цього у два рази знижується економічна беззбитковість для інтермодальних вантажних перевезень. 
Зниження витрат при такій системі перевезення в порівнянні з звичайними методами становить 30 %. 
Для завантаження/вивантаження використовується спеціальна платформа (wellfloor) для фургона, а 
також відповідний механізм для підйому і повороту платформи (рис. 4). Система потребує наявність 
терміналу для більш ефективної роботи.  
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Рисунок 3 – Технологія CargoBeamer 
 
 

 
 

Рисунок  4 –  Система CargoSpeed, платформа wellfloor та підйомний механізм 
 

Великий T-подібний пристрій піднімає платформу вгору і обертається горизонтально. 
Вантажівка перетинає платформу  і від’єднує напівпричіп. Т-подібний пристрій піднімає платформу, 
і встановлює на залізничні вагони. Аналогічно здійснюється і процес розвантаження. На разі 
проводяться випробування з поліпшення використання та полегшення розповсюдження технології. 
Проте на сьогоднішній день система вже довела  свою конкурентоспроможність на ринку у 
порівнянні з подібними системами.  

Modalohr на сьогодні використовується в режимі не супроводжувальних перевезень. 
Особливістю системи є потреба у відповідно обладнаному терміналі. Дана технологія є розробкою  
французької  компанії Lohr. Вона пропонує можливість послідовного навантаження. Платформа, що 
завантажується, обертається навколо середини фургона (рис.5). Шість фургонів можуть вміщувати 
шість напівпричепів, або чотири автопоїзда. Можливість здійснення перевезень як окремих 
напівпричепів, так і автопоїздів надає цій системі велику перевагу у порівнянні з вище названими 
системами.  
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Рисунок  5 – Технологія Modalohr 
 
Основною перевагою системи є можливість паралельного навантаження/вивантаження АТЗ і 

причепів. Особливістю будови є зчеплення стандартних візків за допомогою однієї або декількох 
каркасних рамп та поворотної платформи. Автопоїзд в’їжджає на платформу збоку, під кутом 30° 
відносно поворотної осі платформи. Система викликає складності в експлуатації через наявність 
гідравлічних, електричних та пневмосистем. Система Мodalohr має розгалужену мережу (рис. 6).  

 

 
 
Рисунок 6 – Мережа системи Modalohr 
 
Технологія MegaSwing призначена для різних не супровідних перевезень і на разі проходить 

випробування при різних температурних умовах.  Система адаптована для перевезення будь-яких 
напівпричепів та контейнерів. Основною перевагою використання системи є підвищення 
ефективності та продуктивності логістичних процесів. Система надає змогу підвищити 
конкурентоспроможність та якість послуг при транспортуванні вантажів. У фінансовому аспекті 
MegaSwing потребує залучення меншої кількості  інвестицій, оскільки не має необхідності 
використання додаткових інтермодальних терміналів та спеціалізованого обладнання. Технологія 
MegaSwing зображена на рис. 7. 

 



 329

 
 
Рисунок 7 – Технологія MegaSwing 
 
Перевантаження відбувається по горизонталі (Ro/Ro). Для процесу навантаження і 

розвантаження, необхідно щоб один із співробітників стежив за процесом перевалки та роботою 
гідравліки. Є два типи платформи Single (маса – 24 т, довжина - 19,5 м) та DUO ( 6 - осьовий) 
універсал. Особливостями системи є простота в експлуатації, відсутність необхідного точного 
позиціонування платформи по фронту навантаження/розвантаження транспортного засобу та висока 
продуктивність.  

Далі наводимо порівняльну характеристику наведених вище систем (табл.1)  
 
Таблиця 1 – Порівняльна характеристика  систем перевезення вантажів у Європі 

Система 
Ознаки 

Cargo 
Speed 

Flexi 
waggon 

Mega 
swing 

Cargo 
Beamer Modalohr 

Максимальна швидкість 120 км/год 

Час перевантаження 5 хв 10 хв 5 хв 5 хв 5 хв 

Кількість модулів у складі автопоїзда 42 35 42 32 40 

Вид навантаження Горизонтальне 

Паралельне завантаження/ 
розвантаження В наявності 

Перевантаження на терміналі так ні ні так так 

Потреба у кваліфікованому персоналі так так так ні ні 

Максимальна допустима вага 38,5 тонн 44 тонни 38,5 
тонн 

44 
тонни 38 тонн 

Максимальне число напівпричепів 
(максимальна довжина поїзда 620м.) 33 27 33 31 36 

Вартість платформ (EUR) 120000 175 000 - 105 
000 355 000 

Вартість терміналу(млн EUR) 2,3 - - 1,2 3 
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Використання однієї з наведених систем при виконанні контрейлерних перевезень суттєво 
зменшує витрати часу на формування контрейлерного потягу, що суттєво впливає на термін доставки 
вантажу до одержувача. Безумовно впровадження однієї з наведеної вище системи потребує великих 
капіталовкладень, але вигоди, які отримає транспортна галузь України безперечно більші.  

Висновки.  За критерієм вартості найбільш вигідними є системи CargoBeamer та Flexiwaggon, 
але вони є мало розвинутими і технологічно призначені для перевезення або окремо автопоїздів або 
окремо напівпричепів. В Україні  доцільніше розглянути питання про впровадженню системи 
Modalohr, яка пристосована для перевезення і як окремих напівпричепів, так і автопоїздів, а також 
має розгалужену мережу діючих маршрутів.  
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Литвин О.В. Порівняльна характеристика існуючих систем організації контрейлерних 
перевезень у світі / О.В. Литвин // Вісник Національного транспортного університету. Серія 
«Технічні науки». Науково-технічний збірник. – К. : НТУ, 2015. – Вип. 1 (31). 

У статті розглядається перспективи розвитку контрейлерних перевезень в Україні та  наявні 
системи організації даних перевезень у світі,  технологія їх здійснення.  

Об'єкт дослідження – є системи організації контрейлерних перевезень вантажів у 
міжнародному сполученні, що використовуються у світи.    

Мета роботи – на основі закордонного досвіду визначити доцільну та придатну для 
впровадження в Україні систему організації контрейлерних перевезень. 

У статті наводиться детальна характеристика п’яти закордонних систем контрейлерних 
перевезень: Flexiwaggon (Швеція), CargoBeamer (Німеччина), CargoSpeed (Велика Британія), 
Modalohr (Франція), MegaSwing (Швеція).  Використання однієї з наведених систем при виконанні 
контрейлерних перевезень суттєво зменшує витрати часу на формування контрейлерного потягу, що 
суттєво впливає на термін доставки вантажу до одержувача, безумовно впровадження однієї 
наведеної вище системи потребує великих капіталовкладень, але вигоди, які отримає транспортна 
галузь України безперечно більші.  

Після порівняльного аналізу існуючих систем, для впровадження в  Україні  рекомендована 
системи Modalohr, яка пристосована для перевезення і як окремих напівпричепів, так і автопоїздів, а 
також має розгалужену мережу діючих маршрутів.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: КОНТРЕЙЛЕРНІ ПЕРЕВЕЗЕННЯ, КОНТРЕЙЛЕРНИЙ ТЕРМІНАЛ, 
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ABSTRACT 

Lytvyn  O.V. Comparative characteristics of existing piggyback systems worldwide.  Visnyk National 
Transport University. Series «Technical sciences». Scientific and Technical Collection. – Kyiv: National 
Transport University, 2015. – Issue 1 (31). 

The article deals with the prospects of piggyback in Ukraine and existing systems in the world, the 
technology of implementation. 
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Object of study  –  is a system of piggyback transport in international traffic used in the world.  
Purpose – based on international experience to determine appropriate and suitable for implementation 

in Ukraine piggyback system. The article provides a detailed description of the five foreign piggyback 
system: Flexiwaggon (Sweden), CargoBeamer (Germany), CargoSpeed (United Kingdom), Modalohr 
(France), MegaSwing (Sweden). Use one of the following systems in carrying piggyback significantly 
reduces the time required to formatе piggyback train, which reduce the delivery time of goods to the 
recipient's. Definitely implementation one of the above systems requires large investment, but the benefits 
that will transport sector of Ukraine achieve not less.  

After a comparative analysis of existing systems for implementation in Ukraine recommended system 
Modalohr, that is adapted for the carriage of both trailers and camions and has an extensive network of 
existing routes. 

KEY WORDS: PIGGYBACK TRANSPORTATION, PIGGYBACK TERMINAL, CAMION, 
TRAILER, RAILWAY BAY, DELIVERY TIME. 
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В статье рассматривается перспективы развития контрейлерных перевозок в Украине и 
имеющиеся системы организации данных перевозок в мире, технология их осуществления. 

Объект исследования – системы организации контрейлерных перевозок грузов в 
международном сообщении, используемые в мире. 

Цель работы – на основе зарубежного опыта определить целесообразную и пригодную для 
внедрения в Украине систему организации контрейлерных перевозок. 

В статье приводится подробная характеристика пяти зарубежных систем контрейлерных 
перевозок: Flexiwaggon (Швеция), CargoBeamer (Германия), CargoSpeed (Великобритания), Modalohr 
(Франция), MegaSwing (Швеция). Использование одной из приведенных систем при выполнении 
контрейлерных перевозок существенно уменьшает затраты времени на формирование 
контрейлерного поезда, что существенно влияет на срок доставки груза получателю. Безусловно 
внедрение одной приведенной выше системы требует больших капиталовложений, но выгоды, 
которые получит транспортная отрасль Украины бесспорно больше. 

После сравнительного анализа существующих систем, для внедрения в Украине 
рекомендована системы Modalohr, которая приспособлена для перевозки и как отдельных 
полуприцепов, так и автопоездов, а также имеет обширную сеть действующих маршрутов. 
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КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ ПОШИРЕННЯ ОСЕСИМЕТРИЧНИХ АКУСТОЕЛЕКТРИЧНИХ  

ХВИЛЬ У ШАРУВАТОМУ ЦИЛІНДРІ З П’ЄЗОКЕРАМІЧНИМИ ШАРАМИ, 
ПОЛЯРИЗОВАННИМИ В ОСЬОВОМУ НАПРЯМІ 

 
Лоза І.А., доктор фізико-математичних наук, Національний транспортний університет, Київ, Україна 
 
KINEMATIC ANALYSIS OF AXISYMMETRIC ELECTOELASIC WAVES PROPAGATION IN 
LAYERED CYLINDER WITH PIEZOCERAMIC LAYS POLARISED IN AXIAL DIRECTION 

 
Loza A.I., Dr. of Physics and Mathematics, National Transport University, Kyiv, Ukraine 
 

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ 
АКУСТОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ВОЛН В СЛОИСТЫХ ЦИЛИНДРАХ СО СЛОЯМИ, 

ПОЛЯРИЗОВАННЫМИ В ОСЕВОМ НАПРАВЛЕНИИ 
 
Лоза И.А., доктор физико-математических наук, Национальный транспортный университет, 

Киев, Украина 
 

В даній статі розглядається осесиметрична задача  про поширення вимушених 
акустоелектричних хвиль у шаруватому циліндрі з п’єзокерамічними шарами, поляризованими в 
осьовому напрямі. Вперше набори частинних розв’язків диференціальних рівнянь у частинних 
похідних (рівняння Ляме) у циліндричних координатах були побудовані в роботах Похгамера [11] та 
Крі [7,8]. З того часу виконано значну кількість робіт, присвячених дослідженню поведінки 
акустоелектричних хвиль у циліндричному хвилеводі кругового поперечного перерізу. Зміст 
проведених досліджень досить повно відображений в оглядах [4,6] та монографіях [2,3,5]. Зв’язані 
поля значно ускладнюють проведення досліджень динамічної поведінки п’єзокерамічних циліндрів. 
Так для однорідного циліндра тільки у випадку осьової поляризації п’єзокераміки для повздовжніх 
вісесиметричних хвиль та колової поляризації для крутильних хвиль можливо отримати аналітичні 
розв’язки. При цьому розв’язок представляється через циліндричні функції [9,10]. При чисельному 
аналізі отриманих розв’язків виникає проблема програмування функцій Бесселя, представлення їх 
степеневими рядами, проблеми збіжності вказаних рядів  до розв’язку і т.п. Врахування 
неоднорідності конструкції ще більш ускладнює задачу, у той час як у більшості пристроїв 
використовуються саме  шаруваті п’єзокерамічні матеріали (біморфи). Дослідження, присвячені 
вказаній проблематиці можна знайти в [6,12].  

В даній роботі для розв’язання вісесиметричної задачі про поширення вимушених 
акустоелектричних хвиль у шаруватому циліндрі з п’єзокерамічними шарами, поляризованими в 
осьовому напрямі запропонований ефективний чисельно-аналітичний підхід.  

Повна система рівнянь, що описує гармонічні рухи i  ─ го шару циліндра складається з 
рівнянь вісесиметричного повздовжнього руху у циліндричній системі координат ( ), ,r zθ  

( ) 21 0;
i i

i i irr rz
rr ru

r r zθθ
σ σσ σ ρω∂ ∂

+ − + + −
∂ ∂

 

21 0;
i i

i irz zz
rz zu

r r z
σ σσ ρω∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

      (1) 

рівнянь електростатики 
1 0;

i i
ir z
r

D DD
r r z

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
;i

rE
r
ϕ∂

= −
∂

;i
zE

z
ϕ∂

= −
∂

     (2) 

геометричних співвідношень 

;
i

i r
rr

u
r

ε ∂
=

∂
1 ;i i

ru
rθθε = ;

i
i z
zz

u
z

ε ∂
=

∂
;

i i
i z r
rz

u u
r z

ε ∂ ∂
= +

∂ ∂
    (3) 

та матеріальних співвідношень, які для п’єзокерамічного шару з осьовою поляризацією мають 
вигляд 

11 12 13 11 ;i i i i i i i i i
rr rr zz zc c c e Eθθσ ε ε ε= + + −  
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12 11 13 13 ;i i i i i i i i i
rr zz zc c c e Eθθ θθσ ε ε ε= + + −  

13 13 33 33 ;i i i i i i i i i
zz rr zz zc c c e Eθθσ ε ε ε= + + −       (4) 

55 152 ;i i i i i
rz rz rc e Eσ ε= −  

15 112 ;i i i i i
r rz rD e Eε ϑ= +  

13 13 33 33 ;i i i i i i i i i
z rr zz zD e e e Eθθε ε ε ϑ= + + +  

для i  - го металевого шару 
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

;
1 1 2 1 1 2 1 1 2

i i i i i i
i i i i
rr rr zzi i i i i i

E E E
θθ

ν ν νσ ε ε ε
ν ν ν ν ν ν

−
= + +

+ − + − + −
 

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
1

;
1 1 2 1 1 2 1 1 2

i ii i i i
i i i i

rr zzi i i i i i

EE E
θθ θθ

νν νσ ε ε ε
ν ν ν ν ν ν

−
= + +

+ − + − + −
  (5) 

( )( ) ( )( )
( )

( )( )
1

;
1 1 2 1 1 2 1 1 2

i ii i i i
i i i i
zz rr zzi i i i i i

EE E
θθ

νν νσ ε ε ε
ν ν ν ν ν ν

−
= + +

+ − + − + −
 

( )
;

2 1

i
i i
rz rzi

Eσ ε
ν

=
+

 

тут i
jkσ  − компоненти тензора механічних напружень, i

jkε  − компоненти тензора деформацій, i
jkc  − 

компоненти тензора модулів пружності, i
jke  − компоненти тензора п’єзомодулів, i

jkϑ  − компоненти 

тензора діелектричних проникностей, i
jE  − компоненти вектора напруженості електричного поля, i

jD  

− компоненти вектора електричної індукції, i
ju  − компоненти вектора переміщень, iν  − коефіцієнт 

Пуассона,  i
jE  − модуль Юнга , iρ  − густина матеріалу, ω  − колова частота. У подальшому індекс i  

будемо опускати. 
 Доповнити систему рівнянь слід граничними умовами на зовнішніх поверхнях циліндра (при 

0r R H= ± ) та умовах спряження на поверхнях розділу фізико-механічних властивостей матеріалу 
циліндра. 

Бічні поверхні вільні від механічних навантажень: 
0 0

0;rr rzr R H r R H
σ σ

= ± = ±
= =  і до них підведена 

гармонічно змінна різниця електростатичного потенціалу: 
0

0
i t

r R H
V e ωϕ

= ±
= ±  , тут 0R  ─ радіус 

серединної поверхні циліндра, H  ─ половина його товщини. На поверхнях розділу фізико-
механічних властивостей матеріалу виконуються умови ідеального контакту без розриву і 
проковзування. В роботі вивчається випадок жорсткого механічного контакту сусідніх шарів без 
відриву та проковзування, тобто повинні виконуватись умови неперервності компонент вектора 
переміщень і відповідних компонент тензора напружень: 

1,i i
rr rr

+σ = σ  1,i i
rz rz

+σ = σ  1,i i
r ru u +=  1,i i

z zu u +=     (6) 

Для електричних величин, що входять в рівняння, умови контакту залежать від того які 
матеріали у сусідніх шарах. Так для випадку, коли i  - й та 1i +  -й шари є п’єзоелектричними або 
діелектричними, граничні умови (3.1.13) необхідно доповнити умовою неперервності нормальної 
компоненти вектора електричної індукції: 

1,i i
r rD D +=         (7) 

Для випадку, коли i  - й та 1i +  -й шари є провідниками нам достатньо граничних умов (3.1.13) 
(в роботі вивчається випадок, коли провідні шари короткозамкнені). 

Для випадку, коли i  - й шар є п’єзоелектричним а 1i +  -й шар − провідник маємо наступні 
умови: 

0.iϕ =               (8) 
   

Як показує практика, для розв’язку подібних задач, розв’язувальний вектор зручно вибирати у 
змішаному вигляді, до його складу входять ті компоненти тензора механічних напружень, векторів 
механічних переміщень, електричної індукції та електростатичного потенціалу через які 
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формулюються граничні умови та умови спряження сусідніх шарів. Отже розв’язувальний вектор має 
вигляд: 

{ }R , , , , , T
rr rz r z ru u Dσ σ ϕ=      (9) 

 
Розв’язок задачі будемо шукати у вигляді біжучих хвиль: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ; , , ;i kz t i kz t
rr rr rz rzr z t i r e r z t r eω ωσ λσ σ λσ− −= =  

( ) ( ) ( )

0

, , ;i kz tr z t h r e ωλϕ ϕ
ε

−=  ( ) ( ) ( ), , ;i kz t
r ru r z t ihu r e ω−=                               (10) 

( ) ( ) ( ), , ;i kz t
z zu r z t hu r e ω−=  ( ) ( ) ( )

0, , ;i kz t
r rD r z t D r e ωε λ −=  

тут 0ε  − діелектрична проникність вакууму; 10
210 H

м
λ = . 

 Розв’язуючи систему (1) ─ (5) відносно розв’язуючого вектора (9) з використанням 
представлення (10), після ряду перетворень, отримаємо систему рівнянь: 
 

2512 4 1
2

11 11 11 11

1 1 ,rr
rr rz r z
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⎛ ⎞Δ Δ Δ
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15 55 ,rr r
e cd D
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ϕ σ= −

Δ Δ
                    (11) 

33 1312

11 11 11 11

1 ,r
rr r r

ke kcdu kc u u
dr c c rc c

σ ϕ= − − +  

1511 ,z
rz r r

edu ku D
dr

ϑ σ= − −
Δ Δ

 
2 2

13 6 5 3

11 11 11 11

1r
rr r z r

ke k k kdD u u D
dr c c rc c r

σ ϕ
Δ Δ Δ

= − − − − −  

тут введені позначення:  
2

55 11 15 ;c eϑΔ = + ( )1 11 11 12 ;c c cΔ = − 2
2 13 11 33;c c cΔ = − 3 13 13 11 33;c e c cΔ = − 2 2

4 11 12 ;c cΔ = − ( )5 13 11 12 ;e c cΔ = −
2

6 11 33 13.c eϑΔ = +  
 
 Додавши граничні умови та умови спряження у сусідніх шарах прийдемо до неоднорідної 
крайової задачі у звичайних диференціальних рівняннях: 
 

( ), ,d A x
dx

ς= Ω
R R .     (12) 

з граничними умовами: 
( ) ( )1 , 1 .− = =1 1 2 2B R C B R C                                    (13) 

 
тут вектор { }00,0, ,0,0T V= −1C , вектор { }2 00,0, ,0,0T V= +C  

 
Отримана крайова задача (12), (13) інтегрувалась методом дискретної ортогоналізації.  
Дослідимо вплив фактору неоднорідності на кінематичні характеристики хвилеводу. Для 

цього порівняємо характер розподілу переміщень по товщині для однорідного циліндра та 
шаруватого циліндру з металевих та п’єзокерамічного шарів. У якості однорідного циліндра будемо 
розглядати порожнистий циліндр з п’єзокераміки PZT 4 з осьовою поляризацією параметр кривини 

прийнято рівним: 
02

H
R

ε = . У якості шаруватого циліндра будемо розглядати  тришаровий 
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порожнистий циліндр, зовнішні шари якого ─ сталеві ( 0,28ν = ; 21E = ), а середній шар ─ 
п’єзокераміка PZT 4: 

 

10 10 10 10
11 12 13 332 2 2 2

10
55 13 15 33 112 2 2 2

33

13,9 10 ; 7,43 10 ; 7,78 10 ; 11,5 10 ;

2,56 10 ; 5,2 ; 12,7 ; 15,1 ; 730;

635.

H H H Hc c c c
ì ì ì ì
H K K Kc e e e
ì ì ì ì

ε

ε

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅

= ⋅ = − = = =

=  
 

Товщина зовнішніх шарів ─ 2
H , середнього ─ H , отже загальна товщина циліндра ─ 2H , параметр 

кривини прийнято рівним: 
02

H
R

ε = . 

 На Рис.1 представлені залежності перших п’яти фазових швидкостей від безрозмірного 

хвильового числа 
2
kHς

π
=  для випадку однорідного циліндра цілком з п’єзокераміки PZT 4. На 

рисунку використані позначення прийняті в роботі [1]. Літера U  означає, що хвиля народжується 
( 0ς = ) як повздовжні коливання (коливання стиснення-розтягнення), літера W ─ як поперечні 
коливання (коливання зсуву). Літера S  означає симетричні коливання відносно серединної поверхні 
циліндра. Літера A  ─ антисиметричні. З рисунка видно, що перші дві гілки (0)SW  та (0)AU  у 
короткохвильовому діапазоні виходять на хвилі, що поширюються без дисперсії і як показує 
кінематичній аналіз мають кінематику хвиль релеєвського типу ( швидкість позначена як Rc ).решта 
гілок, короткохвильовому діапазоні теж виходять на деяку швидкість, позначимо її як P Cc −  (моди 
Похгамера-Крі) по аналогії з модами Лємба для плоского шару. 
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                                  Рис.1                                                                  Рис.2 
  

На Рис.2 представлені залежності перших п’яти фазових швидкостей від безрозмірного 
хвильового числа для випадку тришарового циліндра. Як видно з наведеного рисунка, з’являються 
характерні для неоднорідних структур плато (ділянки малої залежності від хвильового числа), 
вочевидь пов’язані з відображенням хвиль від поверхонь розділу середовищ. Дві перші хвилі не 
виходять на поверхневі хвилі.  

На Рис.3 представлено розподіл переміщень ru  (суцільні лінії) та zu  (штрихові лінії) по 
товщині циліндра для різних значень хвильового числа у випадку однорідного циліндру з 
п’єзокераміки. З наведеного рисунка видно, що для довгих хвиль ( 0,1ς π= ), розподіл переміщень по 
товщині носить майже лінійний характер. У короткохвильовому діапазоні (жирні лінії) перша гілка 

(0)SW  дійсно виходить на поверхневу хвилю релеєвського типу, яка поширюється вздовж 
зовнішньої поверхні циліндра.  
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                                  Рис.3                                                                  Рис.4 
   

На Рис.4 представлено розподіл переміщень ru  (суцільні лінії) та zu  (штрихові лінії) по 
товщині циліндра для різних значень хвильового числа у випадку однорідного циліндру з 
п’єзокераміки. Для довгих хвиль також можна помітити майже лінійний характер розподілу 
переміщень по товщині. У короткохвильовому діапазоні (жирні лінії) друга гілка (0)AU  також 
виходить на поверхневі хвилі релеєвського типу, які поширюються як вздовж зовнішньої так і 
внутрішньої поверхонь циліндра.  
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                                  Рис.5                                                                  Рис.6 

 
На Рис.5 (гілка (1)AW ) та Рис.6 (гілка (1)SW ) представлено розподіл переміщень ru  (суцільні 

лінії) та zu  (штрихові лінії) по товщині циліндра для різних значень хвильового числа у випадку 
однорідного циліндру з п’єзокераміки. З наведених рисунків видно, що у короткохвильовому 
діапазоні розподіл переміщень по товщині приймає симетричний або антисиметричний характер 
відносно серединної поверхні циліндра з зростанням кількості півхвиль по товщині на одиницю зі 
зростанням номера хвилі.   

На рисунках Рис.7 (гілка (0)SW ) , Рис.8 (гілка (0)AU ), Рис.9 (гілка (1)AW ) та Рис.10 (гілка 
(1)SW ) представлено розподіл переміщень ru  (суцільні лінії) та zu  (штрихові лінії) по товщині 

циліндра для різних значень хвильового числа у випадку шаруватого циліндра.  
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Лінійний характер розподілу переміщень по товщині у випадку довгих хвиль можна помітити 
лише для першої гілки (гілка (0)SW ). Як видно з наведених рисунків перші дві гілки у 
короткохвильовому діапазоні не виходять на поверхневі хвилі. Зі зменшенням довжини хвилі 
переміщення зосереджуються у м’якому п’єзокерамічному шарі циліндра, у той час як металеві шари 
лишаються майже не деформованими. У середньому п’єзокерамічному шарі спостерігається 
зростання кількості півхвиль по товщині п’єзокерамічного шару зі зростанням номеру гілки. 
Причому кількість півхвиль по товщині у випадку неоднорідного циліндра випереджає на дві одиниці 
кількість півхвиль для випадку однорідного циліндра. 
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                                     Рис.9                                                                     Рис.10 

Таким чином можна відмітити суттєву перебудову характеру розподілу переміщень по 
товщині циліндра у випадку неоднорідності матеріалу.  

По перше, дві перші гілки (0)SW  та (0)AU , у короткохвильовому діапазоні не виходять на 
поверхневі хвилі релеєвського типу, що пов’язано мабуть з тим фактом, зовнішні металеві шари є 
набагато більш жорсткими у порівнянні з більш м’яким середнім п’єзокерамічним шаром.   

По друге, у короткохвильовому діапазоні, для неоднорідних циліндрів, можна відмітити 
більшу кількість півхвиль (на дві одиниці)  порівняно з випадком однорідних циліндрів.    
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РЕФЕРАТ 
Лоза І.А. Кінематичний аналіз поширення акустоелектричних хвиль у шаруватому циліндрі з 

п’єзокерамічними шарами, поляризованими в осьовому напрямі / І.А. Лоза // Вісник Національного 
транспортного університету. Серія «Технічні науки». Науково-технічний збірник. – К. : НТУ, 2015. – 
Вип. 1 (31). 

В статті запропоновано ефективний чисельно аналітичний підхід до розв’язання задачі про 
кінематичний аналіз вимушених акустоелектричних хвиль у шаруватих порожнистих циліндрах з 
металевими та п’єзокерамічними шарами, поляризованими в осьовому напрямі.   
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Об’єкт дослідження − шаруваті порожнисті  п’єзокерамічні циліндри з металевими та 
п’єзокерамічними шарами, поляризованими в осьовому напрямі. 

Мета роботи кінематичний аналіз вимушених акустоелектричних хвиль у шаруватих 
циліндрах. 

Метод дослідження − ефективний чисельно аналітичний підхід. 
Розв’язок неоднорідної крайової задачі, що описує вимушені акустоелектричні хвилі у 

неоднорідних по товщині циліндрах, пов'язаний зі значними складнощами математичного характеру. 
Маємо зв’язаність електричного поля з полем механічних переміщень та напружень, суттєву 
анізотропію матеріалу а також криволінійні поверхні розділу середовищ. Крім того, має місце 
кускова неперервність на поверхнях розділу фізико-механічних властивостей матеріалу. Останній 
факт вимагає спряження розв’язувальних функцій на поверхнях розділу, що призводить до 
збільшення кількості рівнянь. 

Для розв’язання даної проблеми у роботі запропоновано ефективний чисельно-аналітичний 
підхід. Розв’язувальний вектор обирається у змішаному вигляді, до його складу входять як механічні 
переміщення та напруження так і електростатичний потенціал та електрична індукція. Такий вибір 
розв’язувального вектора призводить до спрощення розв’язувальної системи рівнянь. 
Використовується представлення розв’язку у вигляді біжучих хвиль, що математично еквівалентно 
розвиненню компонент розв’язувального вектора у ряди Фур’є.  В результаті такого представлення, 
від вихідної системи рівнянь електропружності у частинних похідних приходимо до неоднорідної 
крайової задачі у звичайних диференціальних рівняннях. Для інтегрування отриманої крайової задачі 
використовується стійкий чисельний метод  дискретної ортогоналізації, який дозволяє отримати 
результати з точністю порівняною з точністю аналітичний методів.  

Проведено чисельний аналіз крайової задачі для випадку тришарового циліндра з металевими та 
п’єзокерамічними шарами. Досліджено вплив неоднорідності на кінематичні характеристики циліндра. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ, ШАРУВАТІ ПОРОЖНИСТІ 
П’ЄЗОКЕРАМІЧНІ ЦИЛІНДРИ, АКУСТОЕЛЕКТРИЧНІ ХВИЛІ 

 
ABSTRACT 

Loza I.A. Kinematic Analysis of Axisymmetric Acoustoelectric Waves Propagation in Layered 
Cylinder with Piezoceramic Lays Polarized in Axial Direction. Visnyk National Transport University. Series 
«Technical sciences». Scientific and Technical Collection. – Kyiv: National Transport University, 2015. – 
Issue 1 (31). 

The paper proposes an effective analytic numerical method to solving the problem about kinematic 
analysis of forced acoustoelectric waves in layered hollow piezoceramic cylinders with metallic and 
piezoceramic lays polarized in axial direction. 

Object of the study - layered hollow piezoceramic cylinders with metallic and piezoceramic lays 
polarized in axial direction. 

Purpose of the study – kinematic analysis of forced acoustoelectric waves in layered hollow 
piezoceramic cylinders.  

Method of the study - an effective analytic numerical method. 
Solution of inhomogeneous boundary problem about forced acoustoelectric waves in inhomogeneous 

on the thickness cylinders connected with serious mathematic difficulties. There are coupling of electric field 
with fields of mechanic displacements and stresses, significant anisotropy of material and curved face 
boundary. Besides, there is sectional continuity of physical and mechanical proprieties of material. Last thing 
requires conjugation solving functions on the face boundary resulting in expansion in the number of equations. 

The work proposes an effective analytic numerical method to solving the problem. Solving vector is 
chosen in combined form, consists of such components as mechanical displacements and stresses as electric 
and induction. Such choice of solving vector simplifies solving system of equations. Make use of 
representations of solution in by way of propagation waves which mathematical equivalently of 
representation solving vector in Furies series. Eventually such representation we can pass on from initial 
system of partial equations theory of elasoelectricity to inhomogeneous boundary problem of ordinary 
differential equations. A stable numerical method of discrete orthogonalisation is using for integrating of 
obtained boundary problem. This is allowed to take a result with accuracy of analytic methods. 

A numerical analysis carries out of boundary problem for three-layered cylinder with metallic and 
piezoceramic layers.  Inhomogeneity effects on kinematic characteristics of cylinder are investigated.          

KEYWORDS: KINEMATIC ANALYSIS, LAYERER HOLLOW PIEZOCERAMIC CYLINERS, 
ACOUSTELECTRICAL WAVES 
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РЕФЕРАТ 
Лоза И.А. Кинематический анализ распространения осесимметричных акустоэлектрических 

волн в слоистых цилиндрах со слоями, поляризованными в радиальном направлении/ И.А. Лоза 
// Вестник Национального транспортного университета. Серия «Технические науки». Научно-
технический сборник. – К. : НТУ, 2015. – Вып. 1 (31). 

В статье предложен эффективный численно-аналитический подход к решению задачи о 
кинематическом анализе вынужденных акустоэлектрических волн в слоистых полых цилиндрах с 
металлическими и пьезокерамическими слоями, поляризованными в осевом направлении. 

Объект исследования − слоистые полые пьезокерамические цилиндры с металлическими и 
пьезокерамическими слоями, поляризованными в осевом направлении. 

Цель работы − вывод разрешающей системы уравнений задачи о распространении 
осесимметричных акустоэлектрических волн в сплошных пьезокерамических цилиндрах, которая не 
содержит особой точки. 

Метод исследования − эффективный численно-аналитический подход. 
Решение неоднородной краевой задачи, которая описывает вынужденные 

акустоэлектрические волны в неоднородных по толщине цилиндрах связано со значительными 
сложностями математического характера.  Имеет место связанность электрического поля с полем 
механических перемещений и напряжений, существенная анизотропия материала а также 
криволинейные поверхности раздела сред. Кроме того, имеет место кусочная непрерывность на 
границе раздела физико-механических свойств материала. Последний факт требует сопряжения 
разрешающих функций на поверхностях раздела, что приводит к увеличению числа уравнений. 

Для решения данной проблемы в роботе предложен эффективный численно-аналитический 
подход. Разрешающий вектор выбирается в смешанном виде, в его состав входят как механические 
перемещения и напряжения, так и электростатический потенциал, и индукцию такой выбор 
разрешающего вектора позволяет упростить разрешающую систему уравнений. Используется 
представление решения в виде бегущих волн, что математически эквивалентно разложению 
компонент вектора разрешающего вектора в ряды Фурье. В результате такого представления, от 
исходной системы уравнений теории электроупругости в частных производных приходим к 
неоднородной краевой задаче в обыкновенных дифференциальных уравнениях. Для интегрирования 
полученной краевой задачи используется устойчивой численный метод, который позволяет получить 
результаты с точностью сравнимой с точностью аналитических методов.  

Проведен численный анализ краевой задачи для случая трехслойного цилиндра с 
металлическими и пьезокерамическими слоями. Исследовано влияние неоднородности на 
кинематические характеристики цилиндра. 
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