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Вступ
Нині все більшого застосування в різних галузях техніки набувають пластикові волокнисті 

порожнисті вали. Шари таких конструкцій володіють анізотропією властивостей. Вони схильні до 
динамічних, близьких до резонансних навантажень, що призводять до тривимірного напружено-
деформованого стану з високими градієнтами його зміни. Це обумовлює необхідність розвитку 
відповідних підходів до розрахунку подібного роду конструкцій. Розрахунку вільних коливань в 
тривимірній постановці присвячено досить велику кількість робіт, огляд яких можна знайти в [1-2,4-
12,16-27]. Вільні та вимушені коливання товстостінних оболонок з урахуванням дисипації енергії на 
частотах близьких до резонансних практично не розглядалися. 

Завданням даної роботи є розробка підходу, який дозволяє розглядати вимушені коливання 
товстостінних оболонок в умовах осесиметричного згину з урахуванням дисипації енергії. 

 
1. Побудова рішення
Рівняння динамічної рівноваги k-того анізотропного шару оболонки в змішаній формі мають 

вигляд: 
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де зміст жорсткісних характеристик B )k(
ij  розкривається в наступному взаємозв'язку 

напружень та деформацій: 
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Поздовжні та колові напруження знаходяться із закону Гука: 
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(2) 
 
У випадку вільних та вимушених коливань при шарнірному закріпленні, шукані функції 

представляються наступним чином: 
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де розподіл функцій в плані конструкції приймається у вигляді: 
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 7 �� , 

 
що призводить до виконання граничних умов на контурі конструкції. Функція зміни за часом 

розшукується стандартним чином: tie)t(s �� . При цьому рівняння рівноваги в гармонійних 
коливаннях набувають такий вигляд: 
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Представляючи рішення системи (4) в наступному вигляді: 
 

r
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приходять до системи однорідних алгебраїчних рівнянь: 
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У загальному випадку корені можуть бути дійсними і комплексними, що дозволяє записати 
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Розв’язна система рівнянь щодо постійних інтегрування )k(
jC  формується за рахунок 

задоволення умов сполучення складових оболонок і умов на поверхні вихідної оболонки, що 
призводить до розв’язної системи рівнянь порядку N6  (N – це кількість складових оболонок). 
Прирівнюючи визначник цієї системи до нуля, отримується можливість знайти власні частоти 

вільних коливань +��� i2( 22
0 �� ). Нескладні алгебраїчні перетворення дозволяють зробити 

висновок, що за годинною координатою шукані величини в вільних згасаючих коливаннях 

змінюються згідно із законом )t)cos((e)t(s 22
0

t +�+ �� � , що повністю збігається з відомою 

формулою курсу опору матеріалів для згасаючих коливань системи з одним ступенем свободи. У разі 

усталених вимушених гармонійних коливань цей закон має вигляд: 2/)ee()t(s titi 88 ��� . В цьому 
випадку шукані величини записуються наступним чином: 
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2. Результати чисельних досліджень 
Як приклад розглядається циліндрична оболонка з шістнадцятьма композитними шарами, які 

повернуті на 90 ; 945 ; 9�45 ; 990 ; 90 ; 945 ; 9�45 ; 990 ; 90 ; 945 ; 9�45 ; 990 ; 90 ; 945 ; 9�45 ; 990       

з наступними фізико-механічними характеристиками: 1/25E/E )1()1(
1 �� ; 1/5,0E/G )1()1(

1 ��� ; 

)1(
r
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r ��� ; 25,0)1(
23
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13
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12 ��� *** ; 10h/l � . Товщини шарів 

однакові. Опора на контурі шарнірно-рухома. Співвідношення 10/1R/h � . Оболонка анізотропна,  
поздовжні та згинальні коливання також пов'язані з крутильними.  

На рис. 1 представлені форми власних коливань для четвертої частини оболонки при 

10/1R/h � . Перша форма є переважно згинальною 002-9,6866e2
0 �� . 

В лівій колонці рис. 1 наведені переміщення rU , які відкладаються вертикально і 

переміщення xU , які відкладаються горизонтально; в правій колонці наведені переміщення �U , які 
відкладаються вертикально. 
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Рисунок 1 – Форми вільних коливань композитної оболонки тестового прикладу

 
На рис. 2 представлені форми коливань валу при крутильних навантаженнях 

2/)ee(
l
mxcosqq titi 88

��
 ���  без дисипації енергії. На рис. 3 представлені форми коливань валу 

при крутильних навантаженнях із дисипацією енергії ( 2/k+8+ �� ).  
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Рисунок 2 – Форми вимушених коливань композитної оболонки без дисипації енергії
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Рисунок 3 – Форми вимушених коливань композитної оболонки із дисипацією енергії

 
Як видно з рисунків 2 і 3, при крутильних навантаженнях вал залучається до згинального 

резонансу тільки при 2
01

2 999,0 �8 � ; 0k �+ . Найменше відхилення від згинальної резонансної 

частоти ( 2
01

2 9,0 �8 � ; 0k �+ ) призводить до того, що вал її не помічає і робить крутильні 

гармонійний коливання, які відповідають крутильному навантаженню. До такого ж ефекту 

призводить наявність незначної дисипації 2
01

2 999,0 �8 � ; 1,0k �+  (Рис. 3). 

 
Висновки
Розроблений чисельно-аналітичний підхід до дослідження вимушених коливань волокнистих 

валів з урахуванням дисипації енергії. Проведені дослідження показали, що при крутильних 
навантаженнях вал залучається до згинального резонансу тільки при практичному збіганні частоти 
вимушених коливань з частотою вільних згинальних коливань. Невелике відхилення від резонансної 
частоти призводить до того, що будь-яких проявів резонансу не спостерігається. До такого ж ефекту 
призводить наявність дисипації. 
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РЕФЕРАТ

Марчук О.В.  Чисельно-аналітична модель розрахунку вимушених коливань волокнистих 
порожнистих валів з урахуванням дисипації енергії / О.В. Марчук, С.В. Гнєдаш, С.А. Левківський // 
Вісник Національного транспортного університету. Серія «Технічні науки». Науково-технічний 
збірник. – К. : НТУ, 2017. – Вип. 1 (37). 

У статті запропонований підхід до розрахунку вимушених коливань товстостінних оболонок в 
умовах осесиметричного згинання з урахуванням дисипації енергії. 

Об'єкт дослідження - динамічний напружено-деформований стан шаруватих циліндричних 
оболонок. 

Мета роботи - дослідження вимушених коливань товстостінних анізотропних циліндричних 
оболонок чисельно-аналітичним методом. 

Метод дослідження - розроблена авторами математична модель напружено-деформованого 
стану товстих циліндричних оболонок, та її реалізація на основі поліноміальної апроксимації. 
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В рамках просторової теорії пружності побудований підхід до дослідження вимушених 
осесиметричних коливань анізотропних валів з урахуванням дисипації енергії. Підхід заснований на 
поділі даної оболонки на ряд складових оболонок по товщині. Розподіл шуканих функцій по товщині 
знаходиться на основі аналітичного рішення відповідної системи диференціальних рівнянь. У плані 
конструкції шукані функції представляються у вигляді тригонометричних функцій. Проведений 
аналіз поведінки валів в вимушених коливаннях при крученні на частотах близьких до резонансних. 

Результати статті можуть бути використані для розрахунку циліндричних оболонок при 
визначенні частоти вимушених коливань. 

 КЛЮЧОВІ СЛОВА: ВІЛЬНІ І ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ, РЕЗОНАНС, ДИСИПАЦІЯ, 
ТОВСТОСТІННІ АНІЗОТРОПНІ ЦИЛІНДРИЧНІ ОБОЛОНКИ, ВОЛОКНИСТІ ПОРОЖНИСТІ 
ВАЛИ. 

 
ABSTRACT 

Marchuck O.V., Gnedash S.V., Levkivskiy S.A. Numerical and analytical model of calculation of 
fiber hollow shafts forced vibrations taking into account the energy dissipation. Visnyk National Transport 
University. Series «Technical sciences». Scientific and Technical Collection. – Kyiv: National Transport 
University, 2017. – Issue 1 (37). 

This article suggests an approach for calculation of forced vibrations of thick –walled shells under 
conditions of axisymmetric bending taking into account the energy dissipation. 

The object of studying is dynamic stress strain behavior of the multilayer cylindrical shells. 
The aim of work is study of the thick anisotropic cylindrical shells forced vibrations using 

numerical-analytical method. 
Research method: stress behavior mathematical model of thick cylindrical sheath condition and its 

implementing on the basis of polynominal approximity has been developed by the authors. 
The approach to the study of forced axisymmetric vibrations of anisotropic shafts taking into account 

the energy dissipation is built within the framework of the spatial theory of elasticity. The approach is based 
on splitting of the shell into a number of component shells according to the thickness. Distribution of the 
required functions according to thickness is found based on the analytical solution of the corresponding 
system of differential equations. In terms of the design the required functions are presented as trigonometric 
functions. The analysis of the shafts behavior in the forced vibrations under torsion frequencies close to 
resonance was carried out. 

The article conclusions may be used for analysis of the cylindrical shells while determining 
frequency of the forced vibrations. 

KEY WORDS: FREE AND FORCED VIBRATIONS, RESONANCE, DISSIPATION, THICK 
ANISOTROPIC CYLINDRICAL SHELLS, FIBER HOLLOW SHAFTS. 

 
РЕФЕРАТ

Марчук А.В. Численно-аналитическая модель расчета вынужденных колебаний волокнистых 
полых валов с учетом диссипации энергии / А.В. Марчук, С.В. Гнедаш, С.А. Левковский // Вестник 
Национального транспортного университета. Серия «Технические науки». Научно-технический 
сборник. – К. : НТУ, 2017. – Вып. 1 (37). 

В статье предложен подход к расчету вынужденных колебаний толстостенных оболочек в 
условиях осесимметрического изгиба, с учетом диссипации энергии. 

Объект исследования - динамичное напряженно-деформированное состояние слоистых 
цилиндрических оболочек. 

Цель работы - исследование вынужденных колебаний толстостенных анизотропных 
цилиндрических оболочек численно-аналитическим методом. 

Метод исследования - разработанная авторами математическая модель напряженно-
деформированного состояния слоистых цилиндрических оболочек и ее реализация на основе 
полиномиальной аппроксимации. 

В рамках пространственной теории упругости построен подход к исследованию 
вынужденных осесимметрических колебаний анизотропных валов с учетом диссипации энергии. 
Подход основан на разделении данной оболочки на ряд составляющих оболочек по толщине. 
Распределение искомых функций по толщине находится на основе аналитического решения 
соответствующей системы дифференциальных уравнений. В плане конструкции искомые функции 
представляются в виде тригонометрических функций. Проведён анализ поведения валов в 
вынужденных колебаниях при кручении на частотах близких к резонансным.  
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Результаты статьи могут быть использованы для расчета цилиндрических оболочек при 
определении частоты вынужденных колебаний. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: СВОБОДНЫЕ И ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ, РЕЗОНАНС, 
ДИССИПАЦИЯ, ТОЛСТОСТЕННЫЕ АНИЗОТРОПНЫЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ОБОЛОЧКИ, 
ВОЛОКНИСТЫЕ ПОЛЫЕ ВАЛЫ. 
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