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Постановка проблеми. Побудова моделей економічних явищ та процесів відіграє важливу 

роль в сучасній економіці. При цьому, в основному будуються парні моделі взаємозв'язку. 

Дослідження більшості економічних явищ та процесів показали, що певні результативні ознаки 
змінюються під впливом не одного, а кількох факторів. На сьогодні досить не велика кількість робіт 

пов'язаних з побудовою моделей перевезень вантажів у міжнародному сполученні, зокрема 

багатофакторних моделей. Цей фактор обумовлює актуальність теми даного дослідження.  
Аналіз останніх досліджень і публікацій. Як показує літературний огляд по темі 

дослідження, в цьому напрямку слід відмітити роботи по побудові і дослідженню парних моделей 

взаємозв'язку [3, 8, 9]. Розв’язок даних задач базується, в основному, на застосуванні методу 

найменших квадратів [3 – 5]. Методика побудови і дослідження багатофакторних моделей розглянута 
в роботах [1, 2, 6, 7]. 

Метою роботи є постановка та побудова лінійної багатофакторної моделі перевезень вантажів 

у міжнародному сполученні.  
Виклад основного матеріалу. Розглядається задача про побудову лінійної багатофакторної 

моделі міжнародних вантажних перевезень. Основним методом дослідження є математичне 

моделювання. Правильно побудована модель повинна давати відповідь на питання про кількісну оцінку 
обсягуміжнародних вантажних перевезень в залежності від змін зовнішнього середовища. Практична 

значимість побудованої моделі визначається тим, що її застосування дозволяє виявити реально 

існуючі зв'язки, дати обґрунтований прогноз розвитку міжнародних вантажних перевезень в заданих 

умовах. 
Для успішної побудови математичної моделі міжнародних вантажних перевезень і їх 

прогнозування застосуємо поширений метод оцінювання параметрів моделі та врахуємо особливості 

економічної інформації, з метою кількісного вимірювання взаємозв’язку між досліджуваними 
процесами. Поряд з логічно правильним формальним застосуванням наявного математичного 
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інструментарію важливими складовими успіху дослідження є економічно адекватна постановка 

задачі та подальша економічна інтерпретація отриманих результатів. 
 

Основні етапи аналізу  
1. Аналіз статистичних даних підприємства. 

2. Висунення гіпотези взаємозв’язку. Постановка задачі. 

3. Специфікація моделі– вибір форми аналітичної залежності між показниками на підставі 

логічних міркувань.  
4. Формулювання гіпотези у вигляді математичних співвідношень, які встановлюють зв’язки 

між основними змінними за припущення, що всі інші змінні є випадковими. 

5. Обробка та підготовка статистичної інформації. 
6. Оцінювання параметрів багатофакторної моделі. 

7. Застосування моделі для прогнозування розвитку процесу перевезень вантажів у 

міжнародному сполученні.  
 

Підприємство орендує або надає в оренду вантажні автомобілі, які здійснюють перевезення 
вантажів у міжнародному сполученні. У зв'язку з цим, можна висунути гіпотезу, що на основі даних 

за 2021 рік, можна висунути гіпотезу щодо побудови моделі прогнозування міжнародних вантажних 

перевезень на наступний рік. Моделювання набуває особливого значення для підприємств, оскільки 

дає змогу вивчати можливі обсяги перевезень вантажів у міжнародному сполученні без проведення 
експериментів на підприємстві. 

Значення та вплив будь-якого економічного показника залежить від зовнішніх факторів, тому 

їх всі врахувати неможливо. Але в цьому і немає потреби. Зазвичай лише обмежена кількість 
факторів насправді істотно впливає на досліджуваний показник. Вплив інших факторів настільки 

незначний, що їх ігнорування не може призвести до істотних відхилень у поведінці досліджуваного 

об’єкта. Важливою передумовою якісного аналізу, прогнозування та керування ситуацією є 

виокремлення і врахування в моделі лише обмеженої кількості реально домінуючих факторів. При 
розгляді зв’язку між двома змінними величинами важливо встановити, яка з ознак є причиною, а яка 

– наслідком. 

На основі даних про щомісячні обсяги кількості рейсів у міжнародному сполученні за 2021 рік 
(од.), загальний пробіг (км), пробіг з вантажем (км) та обсяг вантажу (т) виконаємо: 1) побудову 

моделі; 2) інтерпретацію оцінки параметрів моделі. Вихідні дані наведені в таблиці 1. 

 
Таблиця 1 – Динаміка обсягів перевезень у міжнародному сполученні за 2021 рік 

Table 1 –  Dynamics of international traffic in 2021 

Місяць Кількість 
рейсів 

Загальний 
пробіг 

Пробіг з 
вантажем 

Обсяг 
вантажу 

Січень 17 77585 67761 627,71 

Лютий 24 109119 93990 848,4 

Березень 25 110835 94939 886,34 

Квітень 30 135919 118499 1165,4 

Травень 24 107075 95672 877,41 

Червень 26 115232 101366 931,90 

Липень 29 62435 114099 1098,81 

Серпень 30 131521 114674 1091,60 

Вересень 23 101972 80303 857,67 

Жовтень 32 138012 123093 1093,0 

Листопад 27 121308 103661 633,34 

Грудень 20 90332 77692 685,00 
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1) Побудова моделі. З логічних міркувань приймаємо, що кількість рейсів залежить від 

загального пробігу, пробігу з вантажем та обсягу вантажу. 

Ідентифікуємо змінні: y  – кількість рейсів (залежна змінна); 1
x  – загального пробігу 

(незалежна змінна); 2
x  – пробігу з вантажем (незалежна змінна); 3

x  – обсягу вантажу (незалежна 

змінна). 

Специфікуємо модель в лінійній формі. 
 

Теоретична лінійна модель множинної регресії має вигляд (1): 

 

uxaxaxaay 
3322110 ,      (1) 

 

де 3210
,,, аааа  – параметри моделі, u  – випадкова складова або залишки.  

Емпірична лінійна модель множинної регресії має вигляд (2): 
 

3322110
ˆˆˆˆˆ xaxaxaay  ,     (2) 

 

де  3210
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ аааа  – оцінки параметрів моделі. 

Оскільки ми маємо справу з вибірковою моделлю (побудована для вибірки), то параметри 

вибіркової моделі є випадковими величинами, а їх математичне сподівання дорівнює параметрам 

моделі для генеральної сукупності. Для того, щоб визначити параметри моделі для генеральної 
сукупності, необхідно за вибіркою отримати якомога кращі оцінки параметрів, тобто значення, 

найближчі до параметрів моделі генеральної сукупності. З цією метою будемо використовувати  

метод найменших квадратів. 

Знайдемо оцінки 3210
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ аааа  параметрів моделі методом найменших квадратів, 

використовуючи оператор оцінювання параметрів моделі (3): 

 

  YXXXA ТТ 
1ˆ ,      (3) 

 

де Â  – вектор оцінок параметрів 3210
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ аааа ; ТX  – матриця, транспонована до матриці Х ; 

  1

 ХX Т
 – матриця, обернена до матриці  XX Т  . 

Для відшукання вектора оцінок Â  виконаємо наступні кроки. 

Запишемо вихідні дані в матричному вигляді: вектор-стовпець залежної змінної 112
Y  та 

матрицю незалежних змінних 412
Х  (оскільки вважаємо, що в моделі присутня оцінка 0

а̂ , то в 

перший стовпець матриці Х  записуємо одиниці) (числа 112  та 412  вказують на розмір матриць – 

кількість рядків та стовпців матриці): 
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Запишемо матрицю ТX  – транспоновану до матриці Х : 

 
























68534,633109367,8576,109181,10989,93141,8774,116534,8864,84871,627

776921036611230938030311467411409910136695672118499949399399067761

903321213081380121019721315216243511523210707513591911083510911977585

111111111111

124

ТX  

Знайдемо добуток матриць XX Т  : 

 























44,1009540943,109576594791,118843290858,10796

43,10957659470312046011383613104260911185749

91,11884329083613104260910314694523431301345

58,107961185749130134512

XX Т
. 

 

 Зверніть увагу на те, що елементи матриці XX Т   симетричні відносно головної діагоналі. Знайдемо 

матрицю   1

 XX Т
, обернену до матриці XX Т   (оскільки матриця розміру  

44
XX Т

, то обернена до 

неї матриця такого ж розміру   1

44




 XX Т  ): 

 

 
























630,00000809710,00000007-80,00000000140,00053653-

710,00000007-120,00000000030,00000000-440,00001839-

80,00000000030,00000000-030,00000000620,00000925-

140,00053653-440,00001839-620,00000925-893,38744818

1

XX Т
. 

 

Зверніть увагу на те, що елементи матриці   1

 XX Т
 також симетричні відносно головної діагоналі. 

 

Знайдемо добуток матриць YX Т  . Оскільки  
14112124 

 YXYX ТТ
, одержимо матрицю: 
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


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283556,49

31155509

33952019

307

YX Т
. 

 

Знайдемо матрицю Â , яка являє собою добуток матриці   1

 XX Т
 на матрицю YX Т  .  

 

Оскільки    
1414

1

44
ˆ






 АYXXX ТТ

, одержимо: 

 























0,00152

0,00023

0,00001

0,45545

А̂ . 

 
Знайдені методом найменших квадратів оцінки параметрів такі:  

 

0,45545ˆ
0
a ;  0,00001ˆ

1
a ;  0,00023ˆ

2
a ;  0,00152ˆ

3
a . 

 
Отже, теоретична лінійна модель множинної регресії має вигляд: 
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uxxxy 
321

0,00152,0002300,000010,45545 .   (4) 

 

Для практичного застосування даної моделі, випадкову складову u  в формулі (4) відкидаємо і 

одержуємо емпіричну лінійну модель множинної регресії: 
 

321
0,001520,000230,000010,45545 xxxy  .   (5) 

 

2) Інтерпретуємо оцінки параметрів моделі. 

Оцінка 00001,0ˆ
1
a  показує, що при збільшенні загального пробігу на 1 км кількість рейсів зростає 

на 00001,0 одиниці (за умови, що пробіг з вантажем та обсяг вантажу залишаться не змінними). 

Оцінка ,000230ˆ
2
a  показує, що при збільшенні пробігу з вантажем на 1 км кількість рейсів зростає 

на ,000230  одиниці (за умови, що ціна конкуруючого товару та ціна власного товару будуть не змінними). 

Оцінка 0,00152ˆ
3
a  показує, що при збільшенні обсягу вантажу на 1 т кількість рейсів зростає 

на 0,00152  одиниці (за умови, що ціна конкуруючого товару та рівень доходу споживачів будуть не 

змінними).    

Для прийняття рішення про зміни в перевезенні вантажу обов’язково слід проаналізувати, якою 

мірою змінюється кількість рейсів зі зміною загального пробігу,  пробігу з вантажем та обсягу вантажу.  

Спрогнозуємо кількість рейсів 
пр

y за умови, що загальний пробіг – 100000
1


пр

x км, пробіг з 

вантажем  – 90000
2


пр

x км та обсяг вантажу – 1000
3


пр

x т. Обчислимо кількість рейсів, 

використовуючи формулу (5): 
 

23,633810000,00152900000,000231000000,000010,45545 
пр

y . 

 

Після округлення 23,6338 до цілих отримаємо прогнозовану кількість рейсів 24
пр

y . 

Висновки. В даній роботі представлена постановка задачі про залежність кількості міжнародних 

рейсів від загального пробігу,  пробігу з вантажем та обсягу вантажу. Побудована багатофакторна 
лінійна модель для заданої залежності. Наведена інтерпретація оцінок параметрів моделі. Одержана 

модель дає змогу проводити кількісний аналіз роботи підприємства та прогнозувати кількість рейсів 

при заданих значеннях загального пробігу, пробігу з вантажем та обсягу вантажу. 
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РЕФЕРАТ 

Лебідь В.В. Застосування математичного моделювання до побудови лінійної багатофакторної 
моделі перевезень вантажів у міжнародному сполученні / В.В Лебідь, Ю.А. Мейш, Н.В. Майбородіна, 

В.П. Герасименко // Вісник Національного транспортного університету. Серія «Технічні науки». 

Науковий журнал. – К.: НТУ, 2022. – Вип. 1 (51). 
В роботі приведено постановку задачі про побудову багатофакторних моделей міжнародних 

вантажних перевезень. 

Об’єктом дослідження є багатофакторна модель міжнародних вантажних перевезень. 

Мета роботи полягає в постановці задачі та побудові лінійної багатофакторної моделі 
міжнародних вантажних перевезень. 

Методи дослідження включають основні положення теорії математичного моделювання, 

економетричні методи побудови моделей реальних процесів. 
Розглянуто постановку задачі та побудована лінійна багатофакторна модель міжнародних 

вантажних перевезень. 

Отримані в роботі результати можуть бути використані для прогнозування роботи 
транспортного підприємства. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: ЛІНІЙНА МОДЕЛЬ, БАГАТОФАКТОРНА МОДЕЛЬ, МІЖНАРОДНІ 

ПЕРЕВЕЗЕННЯ, ВАНТАЖНІ ПЕРЕВЕЗЕННЯ, ЕКОНОМЕТРИЧНІ МЕТОДИ 
 

ABSTRACT 

Lebid V.V., Meish Yu.A., Maiborodina N.V., Gerasymenko V.P. Application of mathematical 
modeling to the construction of a linear multifactor model of cargo transportation in international connection. 

Visnyk National Transport University. Series «Technical sciences». Scientific journal. – Kyiv: National 

Transport University, 2022. – Issue 1 (51). 
The paper presents the problem of building multifactor models of international freight. 
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The object of the study is a multifactor model of international freight. 

The purpose of the work is to set the problem and build a linear multifactor model of international freight. 
Research methods include the main provisions of the theory of mathematical modeling, econometric 

methods of building models of real processes. 

The problem statement is considered and the linear multifactor model of international freight transport 
is constructed. 

The results obtained in the work can be used to predict the operation of a transport enterprise. 

KEY WORDS: LINEAR MODEL, MULTIFACTOR MODEL, INTERNATIONAL 

TRANSPORTATION, FREIGHT TRANSPORTATION, ECONOMETRIC METHODS 
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