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Постановка проблеми. 
Сили та моменти, що прикладені до диска еластичного колеса від трансмісії, гальмівної 

системи, остова автотранспортного засобу та кермового керування спричиняють реакції у контакті 
шини з опорною поверхнею. Ці реакції опорної поверхні забезпечують рух колеса та автомобіля в 
цілому [1–3]. 

Загальним випадком руху еластичного колеса по опорній поверхні є рух колеса по 
криволінійній траєкторії, радіус якої може змінюватися від нуля, що характерно для повороту 
керованого колеса на місці, до нескінченності, що відповідає його прямолінійному руху [4, 5, 6–8].  

Для практики важливо знати особливості руху керованого еластичного колеса під час повороту 
на місці залежно від довжини цапфи і нахилів шворня, що дозволить визначити момент опору 
повороту шини керованого колеса під час повороту на місці залежно від цих параметрів. Тому 
створення математичної моделі керованого еластичного колеса, яка відображала б його поворот на 
місці залежно від довжини цапфи і нахилів шворня, є актуальною задачею. 

Розв’язуванню задачі, пов’язаної з особливостями кінематики та динаміки еластичного 
керованого колеса автомобіля під час його повороту на місці залежно від довжини цапфи та нахилів 
шворня, присвячена дана робота. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Еластичне колесо автомобіля – це цілісний та складний механізм, до складу якого входить 

жорсткий диск, еластичне тіло шини (пневматик) і контактний відбиток шини. Цілісність такого 
механізму зумовлена його конструкцією, яка формує його зовнішні зв’язки, а складність – його 
передавальними, перетворювальними, пружними, згладжувальними властивостями, що забезпечують 
йому внутрішні зв’язки [4, 6–8]. 

Вхідною ланкою такого механізму є диск колеса. Якщо колесо ведене, то до диска колеса 
підводиться сила штовхання від остова автомобіля або гальмівний момент від гальмівного механізму. 
Якщо колесо ведуче, то до нього підводиться крутний момент від трансмісії. Щодо керованого 
колеса, то воно може бути ведучим, що стосується повнопривідних і передньопривідних автомобілів, 
або веденим. Водночас кероване колесо принципово відрізняється від некерованого наявністю 
додаткового ступеня вільності – поворот відносно осі шворня. Цей поворот керованого колеса 
забезпечується унаслідок підведення поворотного моменту від кермового керування автомобіля та 
може здійснюватися як при нерухомому автомобілі, так і під час його руху [1, 6]. 

Отже, до диска керованого колеса може підводитися крутний момент від трансмісії, 
гальмівний момент від гальмівної системи, сила штовхання від остова автомобіля та поворотний 
момент відносно осі шворня від кермового керування. 
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Підведені до диска керованого колеса кінематичні та динамічні чинники від трансмісії, остову 
автомобіля, гальмівної системи і кермового керування проходять через аморфне тіло шини 
(пневматик), що характеризується неголономними зв’язками з диском та опорною поверхнею [6, 7–
9], замикаються у контактному відбитку шини, який одночасно належить шині та опорній поверхні, і 
викликають реакції опорної поверхні. Виникнення реакцій у відбитку шини забезпечує рух 
автомобілю. Пневматик забезпечує передавальні та перетворювальні, пружні та згладжувальні 
властивості механізму і безпосередньо впливає на формування таких експлуатаційних властивостей 
автомобіля, як тягово-швидкісні, гальмівні, паливну економічність, керованість, стійкість, плавність 
руху тощо. 

Контактний відбиток шини є вихідною ланкою цього механізму. Він характеризується 
геометричними параметрами (площа, форма, розміри), розподілом питомого тиску по площині 
відбитка, його зчіпними властивостями з опорною поверхнею та станом, який визначається 
наявністю в ньому зон зчеплення та ковзання [1, 4, 6–8]. Можливість реалізації підведених від диска 
колеса кінематичних і динамічних параметрів, що забезпечать рух автомобіля, залежить від стану 
контактного відбитка шини. Відомі три стани контактного відбитка: перший – у контактному 
відбитку шини наявні тільки зони зчеплення; другий – у контактному відбитку шини наявні зони 
зчеплення та ковзання; третій – у контактному відбитку шини наявні тільки зони ковзання, а зони 
зчеплення відсутні [1, 4, 6–8]. 

Стан контактного відбитка шини характеризуватимемо кутом повороту жорсткого диска 
колеса на місці відносно відбитка шини. Перший стан можливий при куті повороту диска θ ≤ θА, де θА 
– максимальний кут повороту диска колеса на місці, при якому вважається, що у контактному 
відбитку є тільки зони зчеплення. Другий стан відповідає куту повороту θА<θ<θВ, де θВ – мінімальний 
кут повороту колеса на місці, при якому вважається, що у контактному відбитку шини є тільки зони 
ковзання. У міру збільшення кута повороту площа зон ковзання збільшується, а площа зон зчеплення 
зменшується. Третій стан настає при куті повороту θ ≥ θВ, коли у контактному відбитку наявні тільки 
зони ковзання. Величина коефіцієнта зчеплення між шиною та опорною поверхнею є одним з 
основних параметрів, який впливає на стан контактного відбитка. Максимальне зчеплення шини з 
опорною поверхнею досягається на асфальтобетонній сухій дорозі. При цьому значення цього 
коефіцієнта знаходиться в межах 0,6–0,8 [1, 6]. 

Це доводить, що кероване колесо автомобіля, за теорією еластичного колеса, поєднує всі 
можливі варіанти кінематики та динаміки еластичного колеса, а тому математичну модель 
керованого еластичного колеса, на нашу думку, необхідно визначати за робочим процесом цього 
цілісного та складного механізму. 

Рух автомобіля по криволінійній траєкторії обумовлюється поворотом керованих коліс 
відносно осей шворнів з поперечним αш і поздовжнім βш нахилом, який забезпечує кермова трапеція 
[1, 7, 10]. Під час такого руху всі колеса автомобіля, як керовані, так і некеровані, рухаються відносно 
одного центра, який лежить у площині опорної поверхні та є центром переносного руху [4, 7]. 

Водночас в роботах [1, 4–9] зазначається, що під час руху еластичного колеса по криволінійній 
траєкторії на опорній поверхні з високим коефіцієнтом зчеплення відбувається одночасно поворот 
жорсткого диска та його бічне зміщення відносно контактного відбитка шини за час проходження 
колесом шляху, що дорівнює половині поздовжньої осі контактного відбитка. 

Поворот жорсткого диска відбувається відносно центра, який згідно з роботами [1, 4 ,7, 8, 10] 
знаходиться у межах контактного відбитка та зі збільшенням радіуса кривизни траєкторії руху колеса 
зміщується до внутрішньої границі відбитка. Водночас аналіз роботи [4] показує, що внаслідок 
бічного зміщення диска відносно відбитка шини відбувається кочення колеса з відведенням. У роботі 
[4] також установлено, що кут повороту диска та кут відведення від бічного зміщення диска відносно 
відбитка шини, за умови рівного розподілу підведеної до диска колеса енергії на його відносний 
поворот та бічне зміщення, мають однакові значення та визначаються за виразом: 

 

R

a
RR 4
   (рад.),                                                          (1) 

 
де θR – кут повороту диска колеса відносно контактного відбитка шини (кут закручування тіла 

шини) під час руху еластичного колеса по криволінійній траєкторії радіуса R в м; δR – кінематичний 
кут відведення, викликаний бічним зміщенням диска відносно відбитка шини під час руху 
еластичного колеса по криволінійній траєкторії радіуса R в м; а – поздовжня вісь контактного 
відбитка шини, м. 
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Отже, під час руху еластичного колеса по криволінійній траєкторії жорсткий диск, рухаючись 
по криволінійній траєкторії відносно центра переносного руху колісної машини, зміщується у 
бічному напрямі та повертається відносно контактного відбитка шини під час проходження колесом 
шляху, рівного половині поздовжньої осі контактного відбитка шини. При цьому зміщення диска у 
бічному напрямі викликає кінематичний кут відведення 𝛿ோ, а його поворот – закручування 
пневматика на кут 𝜃ோ. 

Метою дослідження є визначення особливостей руху керованого еластичного колеса під час 
повороту на місці залежно від довжини цапфи і нахилів шворня та отримання аналітичних 
залежностей для визначення моменту опору повороту шини. 

Виклад основного матеріалу. 
Для теорії еластичного колеса особливо значущим є кероване колесо, яке, на відміну від 

некерованого, може повертатися відносно осі шворня як під час руху автомобіля, так і за відсутності 
його руху. Якщо припустити, що довжина цапфи значна, то під час повороту керованого колеса на 
місці відносно осі шворня воно рухатиметься по колу радіуса R, величина якого залежить від 
довжини цапфи. Водночас цей радіус R траєкторії руху еластичного колеса може забезпечити остов 
автомобіля під час його руху по криволінійній траєкторії. 

Отже, у кожному із двох розглянутих випадків еластичне колесо рухається по криволінійній 
траєкторії одного радіуса кривизни, а тому незалежно від способу, що забезпечує рух колеса по колу, 
у пневматику відбуваються однакові явища. Якщо виходити з нашого припущення щодо довжини 
цапфи, яка забезпечує рух колеса по колу радіуса R, то це означає, що диск керованого колеса під час 
повороту на місці одночасно повертається та зміщується відносно відбитка шини за час проходження 
центром колеса шляху, що дорівнює половині поздовжньої осі контактного відбитка незалежно від 
того, як забезпечується рух колеса по колу [4, 5]. У цьому випадку контактний відбиток шини під час 
руху колеса по криволінійній траєкторії бере участь у переносному та відносному рухах. 

Водночас довжина цапфи керованого колеса обмежена конструкцією керованого моста, а вісь 
шворня, відносно якої повертається цапфа, має поперечний та поздовжній нахили. Аналіз 
конструкцій керованих мостів показав, що для більшості конструкцій керованих мостів точка зустрічі 
осі шворня з опорною поверхнею знаходиться у межах контактного відбитка шини керованого 
колеса. А тому необхідно визначитись із центрами переносного та відносного руху контактного 
відбитка шини під час повороту керованого колеса на місці та зі впливом довжини цапфи і нахилів 
шворня на положення цих центрів.  

Оскільки точка зустрічі осі шворня для більшості конструкцій керованих мостів знаходиться у 
межах контактного відбитка, допускалося, що під час повороту колеса на місці воно не 
перекочується, а тому поворот відбитка шини відносно диска здійснюється відносно точки зустрічі 
осі шворня з опорною поверхнею, що підтверджується дослідженнями [1, 6]. Величина моменту 
опору повороту шини для цього випадку залежить від кута повороту колеса, коефіцієнта зчеплення 
шини з опорною поверхнею, навантаження на колесо, розмірів контактного відбитка шини, 
положення точки зустрічі осі шворня відносно поздовжньої та поперечної осі відбитка шини. 

Згідно з роботами [1, 3, 4, 6–8], момент опору повороту шини на місці є функцією кута 
повороту колеса. При куті повороту колеса θ ≤ θА, де θА – максимальний кут повороту колеса на місці, 
при якому вважається, що в контактному відбитку є тільки зони зчеплення, момент опору повороту 
шини виражається так: 

 
 СМ  ,                                                                   (2) 

 
де Сθ െ кутова жорсткість шини відносно вертикальної осі, що проходить через центр 

контактного відбитка шини, яку визначають експериментально, або за емпіричною залежністю [1], за 
якою Сθ = (9…11)Gkꞏ10-3, Нꞏм/град; Gk – навантаження на колесо, Н; θ – кут повороту диска колеса, 
град. 

Значення кута θА на сухому асфальтобетоні для шин вантажних автомобілів він досягає 5°, а 
для шин легкових автомобілів не перевищує 4°. 

При куті повороту колеса в межах θА<θ<θВ вважається, що у контактному відбитку шини є 
зони зчеплення та ковзання, а момент опору повороту шини визначають, згідно з [1, 6], за виразом: 
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де θВ – мінімальний кут повороту колеса на місці, при якому вважається, що у контактному 

відбитку шини є тільки зони ковзання, град. На сухому асфальтобетоні для шин вантажних 
автомобілів він досягає 13°, а для шин легкових автомобілів не перевищує 10°; Мφmax – граничний за 
зчепленням момент опору повороту шини, який виникає за наявності у контактному відбитку шини 
тільки зон ковзання. Цей момент виникає при повороті керованого колеса на місці на кут θ ≥ θВ. 
Згідно з [1, 6], за умови, що кероване колесо під час повороту на місці не перекочується по опорній 
поверхні (заблоковано), контактний відбиток шини повертався відносно точки зустрічі осі шворня з 
опорною поверхнею, а момент Мφmax визначають за виразом: 
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де a, b – поздовжня та поперечна осі рівновеликого за моментом опору шини прямокутника. 
Значення а1, а2 , b1, b2 визначають за виразами: 
 

y
a

а 
21 , y

a
а 

22 , 01 2
l

b
b  , 02 2

l
b

b  , 

 

де у – відстань від точки зустрічі осі шворня з опорною поверхнею до поперечної осі відбитка 
шини, яку визначають за виразом y = rд tg βш; rд – динамічний радіус колеса; l0  – відстань від точки 
зустрічі осі шворня з опорною поверхнею до поздовжньої осі відбитка шини (плече обкатки), яку 
визначають за виразом l0 = lц – rд tg(αш + γш0);  lц  – довжина цапфи; γш0  – кут розвалу в положенні 
прямолінійного руху автомобіля. 

Розглянемо поворот на місці розблокованого керованого колеса. У цьому випадку кероване 
колесо має можливість обертатися відносно осі цапфи, а отже, і перекочуватися по опорній поверхні. 
Згідно з [4], під час повороту на місці кероване колесо рухатиметься по криволінійній траєкторії 
відносно центра переносного руху, а диск колеса повертатиметься відносно контактного відбитка 
шини та зміщуватиметься у бічному напрямку. Для визначення положення центра переносного руху 
розблокованого керованого колеса скористаємося розрахунковою схемою, наведеною на рис. 1. 

Оскільки еластичне колесо являє собою цілісний механізм, а його центром є точка А, отримана 
пересіченням діаметральної площини колеса з віссю цапфи, то під час повороту колеса на місці його 
центр, точка А, обертатиметься відносно точки О на осі шворня, отриманої пересіченням 
перпендикуляра від центра колеса з віссю шворня. Отже, точка О є центром, відносно якого 
обертатиметься центр колеса, а отже, і колесо. 

Якщо точка О є центром, відносно якого повертається еластичне колесо, то очевидно його 
проєкція на опорну поверхню повертатиметься відносно проєкції на опорну поверхню центра 
повороту колеса, точки О. Оскільки контактний відбиток шини є проєкцією на опорну поверхню 
частини тіла шини, тому відбиток повертатиметься відносно цієї проєкції, а це є точка Оп. Це 
положення повністю було підтверджено результатами проведених досліджень, наведених у роботах 
[5, 9]. Отже, проєкція центра повороту колеса на опорну поверхню, точка Оп, є центром переносного 
руху контактного відбитка шини. 
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Рисунок 1– Розрахункова схема для визначення положення центра  
переносного руху контактного відбитка 

Figure 1 – Calculation scheme for determining the position of the center  
of transfer movement of the contact patch 

 
Визначимо положення центра переносного руху контактного відбитка шини з урахуванням 

нахилів шворнів, довжини цапфи та кута розвалу. Для простоти викладення матеріалу через центр 
повороту, точку О, проведемо горизонтальну поверхню ВDОЕ. 

У цьому випадку положення центра повороту відбитка шини, точки Оп, визначатимемо за 
відрізками ВЕ та ВD відносно точки В, яка являє собою проєкцією на горизонтальну поверхню точки 
С. Зауважимо, що точка С створена пересіченням осі цапфи з віссю шворня, який має поперечний αш і 
поздовжній βш нахили. Кут γш0 являє собою кут розвалу колеса при його нейтральному положенні. 
Нейтральним положенням колеса вважатимемо його положення, що відповідає руху автомобіля по 
прямій з нульовим значенням кута сходження керованих коліс. 

Кут САО, який створений віссю цапфи АС і перпендикуляром АО на вісь шворня, визначимо 
так: АОС = αш+ γш0. 

Проєкція осі шворня ОС на фронтальну площину з вертикаллю ВС створить кут ВСЕ = αш, а 
на перпендикулярну до неї – кут ВСD = βш. 

Кут між віссю шворня ОС і вертикаллю ВС, ВСО = μш, визначимо із аналізу ΔВСЕ, ΔВСD, 

ΔВОD та ΔОСD. Як результат отримаємо шшш tgtgtg  22  . 

Оскільки кути нахилу осі шворня не перевищують 10°, то з достатньою для практичних 
розрахунків точністю можемо записати: 

 
22
шшш   . 

 
Зміщення центра повороту відбитка шини, точки Оп, відносно проєкції точки С на опорну 

поверхню, викликані поперечним та поздовжнім нахилами шворня, запишемо, згідно з рис. 1, так: 

шCBtgBE  , шCBtgBD  . 
Із аналізу ΔВОС та ΔАОС ВС визначимо за виразом: 
 

  22
0 cossin шшшшцlBC   .                                           (5) 
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З урахуванням виразу (5) зміщення центра повороту, викликані нахилами шворня, визначимо 
за виразами: 

 

    шшшшшцш tgl  22
0 cossin  ,                                      (6) 

    шшшшшцш tgl  22
0 cossin  ,                                      (7) 

 
де Δ(αш), Δ(βш) –  зміщення центра повороту відбитку шини відносно проекції точки С на 

опорну поверхню, зумовлене відповідно поперечним і поздовжнім нахилами шворня. 
Визначимо зміщення центра переносного руху для керованого колеса автомобіля КрАЗ-260, у 

якого довжина цапфи lц = 0,225 м, кут поперечного нахилу шворня αш =9,5°, кут поздовжнього нахилу 
βш = 5,5°, кут розвалу колеса в нейтральному положенні γш0 = – 0,5°. Розрахунки, проведені за 
виразами (6) та (7), мають такі результати: зміщення Δ(αш ) = 0,0058 м = 5,8 мм, що по відношенню до 
довжини цапфи складає: 0,0058/0,225 = 2,6 %, зміщення Δ(βш) = 0,0033 м = 3,3 мм, що відносно 
довжини цапфи складає 0,0033/0,225 = 1,5 %. 

Аналіз проведених досліджень показує, що нахили шворня суттєво не впливають на 
положення центра переносного руху контактного відбитку шини, а тому з достатньою для 
практичних розрахунків точністю можна прийняти, що під час повороту керованого колеса на місці 
центр переносного руху знаходитиметься на продовженні поперечної осі контактного відбитка шини. 

У подальшому задача зводиться до визначення положення центра відносного повороту 
контактного відбитка шини залежно від радіуса кривизни траєкторії руху колеса. Водночас 
траєкторію руху визначатимемо за траєкторією центра відносного повороту контактного відбитка 
шини. 

Експериментальні дослідження для визначення положення центра відносного повороту 
контактного відбитка під час повороту керованого колеса на місці залежно від довжини цапфи було 
проведено на стенді [11]. 

Стенд містить керований міст автомобіля КрАЗ-260, у якого кут поперечного нахилу шворня 
складав 9,5°, кут поздовжнього нахилу дорівнював нулю, що забезпечувалося встановлюванням 
клинів між ресорами та балкою керованого моста. Кут розвалу не змінювався, був від’ємним і рівним 
– 0,5°, а конструкція спеціального ободу широкопрофільної шини 1300х530х533 мод. ВИ-3 
забезпечила дискретну довжину цапфи лівого колеса 0,225; 0,295, 0,395, 0,680, 0,820 м. Навантаження 
на керований міст не змінювалося та складало 54000 Н. З урахуванням колії керованих коліс 2160 мм 
зі збільшенням довжини цапфи враховувалася зміна навантаження на ліве кероване колесо. 

Тиск повітря у шинах змінювали за значеннями 0,4, 0,2, 0,05 МПа. При навантаженні на колесо 
27000 Н динамічний радіус колеса rд набував таких значень: rд = 0,610 м при рш =0,4 МПа; rд= 0,598 м 
при рш = 0,2 МПа; rд = 0,555 м при рш =0,05 МПа. Розміри контактного відбитка шини визначались 
експериментально з урахуванням фактичного навантаження на ліве кероване колесо. 

Під час проведення експериментальних досліджень фіксувались кут повороту цапфи 
керованого колеса θц, кут обертання диска керованого колеса відносно осі цапфи θк, тиск мастила у 
циліндрі гідравлічного підсилювача, який розміщувався на балці керованого моста. 

Знаючи кут повороту колеса та його радіус, кут повороту цапфи, ураховуючи рівність шляху, 
що пройде кероване колесо, та відстані, що пройде центр керованого колеса під час повороту цапфи, 
визначали радіус траєкторії руху центра відносного повороту контактного відбитка шини R і відстань 
Δш від поздовжньої осі контактного відбитка шини до цього центра. 

На рис. 2, 3 наведено залежності кута обертання керованого колеса відносно осі цапфи θк та 
радіуса траєкторії руху контактного відбитка шини R від довжини цапфи lц. 

Аналіз рис. 2 показує, що під час повороту керованого колеса на місці при зміні довжини 
цапфи від 0,225 до 0,82 м колесо, незалежно від довжини цапфи, перекочується по опорній поверхні. 
Так, при куті повороту цапфи на 15° та при зміні довжини цапфи від 0,225 м до 0,82 м кут обертання 
жорсткого диска при тиску повітря в шині рш= 0,4 МПа змінився від 3,6° до 16,8°. Очевидно, що 
тільки у разі збігу центрів переносного руху та відносного повороту контактного відбитка шини диск 
колеса не обертатиметься відносно осі цапфи, а стан колеса буде ідентичний заблокованому. 

Із рис. 3 видно, що за всіх значень тиску повітря в шині збільшення довжини цапфи спричиняє 
збільшення радіуса траєкторії руху контактного відбитка. При рш = 0,4 МПа зі збільшенням довжини 
цапфи від 0,225 до 0,82 м радіус траєкторії руху збільшився від 0,141 до 0,672 м, при рш = 0,05 МПа 
радіус траєкторії руху збільшився від 0,115 до 0,652 м. Зменшення тиску повітря в шині з 0,4 до 0,05 
МПа за кожного значення довжини цапфи призводить до зменшення радіуса траєкторії руху 
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контактного відбитка. При довжині цапфи 0,225 м радіус траєкторії руху зменшився від 0,141 до 
0,115 м, а при довжині цапфи 0,82 м – від 0,672 до 0,652 м. 

 

 
 

Рисунок 2 – Залежність кута обертання керованого колеса θк відносно  
осі цапфи від довжини цапфи lц при θц = 15°, рш = 0,4 МПа 

Figure 2 – Dependence of the steered wheel rotation angle θк relative  
to the knuckle axis on the knuckle length lц at θц = 15°, рш = 0,4 MPa 

 

 
 

Рисунок 3 – Залежність радіуса траєкторії руху контактного відбитка R від довжини цапфи lц 

Figure 3 – Dependence of contact patch radius trajectory R on the knuckle length lц 
 
На рис. 4 наведено залежності зміщення центра відносного повороту відбитка шини відносно 

поздовжньої осі контактного відбитка Δш від довжини цапфи lц. 
Із рис. 4 видно, що зі збільшенням довжини цапфи величина зміщення Δш збільшується. Це 

означає, що зі збільшенням довжини цапфи, яке спричиняє збільшення радіуса кривизни траєкторії 
руху контактного відбитка, центр відносного повороту контактного відбитка зміщується від центра 
контактного відбитка до краю відбитка в бік центра переносного руху. Зі зміною довжини цапфи від 
0,225 до 0,82 м при тиску повітря у шині рш = 0,4 МПа відстань від поздовжньої осі контактного 
відбитка шини до центра відносного повороту збільшилася від 0,084 до 0,148 м, при рш = 0,2 МПа ця 
відстань збільшилася від 0,102 до 0,156 м, при рш = 0,05 МПа – від 0,11 до 0,168 м. Аналіз наведених 
даних доводить, що зі зменшенням тиску повітря в шині від 0,4 до 0,05 МПа зміщення центра 
відносного повороту відносно поздовжньої осі відбитка збільшується. Так, зі зменшенням тиску 
повітря від 0,4 до 0,05 МПа при lц = 0,225 м величина Δш збільшилася від 0,084 до 0,11 м, а при lц = 
0,82 м – від 0,148 до 0,168 м.  

Для визначення положення центра відносного повороту відбитка шини відносно внутрішнього 
краю відбитка на рис. 5 наведено залежності відстані від центра відносного повороту до краю 
відбитка (b/2-Δш) як функція довжини цапфи. Із рис. 5 видно, що зі збільшенням довжини цапфи, яке 
рівноцінне збільшенню радіуса траєкторії руху контактного відбитка, різниця b/2-Δш зменшується, а 
отже центр відносного повороту зі збільшенням радіуса траєкторії руху зміщується до краю відбитка. 
Так, при тиску повітря у шині рш = 0,4 МПа та довжині цапфи 0,225 м відстань між центром 
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відносного повороту та краєм відбитка складає 0,083 м, а при довжині цапфи 0,82 м вона дорівнює 
нулю, тобто центр відносного повороту знаходиться на краю відбитка шини. Зі зменшенням тиску 
повітря в шині від 0,4 до 0,05 МПа величина b/2-Δш майже не змінюється. Так, при довжині цапфи 
0,225 м і всіх значень тиску центр відносного повороту відбитка знаходиться на відстані 0,083–
0,093 м від краю відбитка, а при довжині цапфи 0,82 м центр відносного повороту знаходиться майже 
на краю відбитка. 

 

 
Рисунок 4 – Залежність зміщення Δш  

від довжини цапфи lц 

Figure 4 – Dependence of the offset Δш  
on the knuckle length lц 

Рисунок 5 – Залежність b/2-Δш  
від довжини цапфи lц 

Figure 5 – Dependence b/2-Δш  
on the knuckle length lц 

 
Отже, під час повороту керованого колеса на місці контактний відбиток шини бере участь у 

переносному та відносному русі. Центром переносного руху є проєкція на опорну поверхню центра 
повороту колеса, положення якого майже не залежать від поздовжнього нахилу шворня, а тому, з 
достатньою для практики точністю, уважаємо, що він знаходиться на продовженні поперечної осі 
контактного відбитка шини. Центр відносного повороту контактного відбитка знаходиться у межах 
контактного відбитка та зміщений відносно поздовжньої осі на величину Δш, яку визначають 
експериментально. Зменшення тиску повітря в шині призводить до незначного зміщення центра 
відносного повороту до краю відбитка та відповідно зменшення радіуса траєкторії руху, однак на 
зміну положення центра відносного повороту залежно від довжини цапфи не впливає. 

З урахуванням особливості конструкції керованих мостів автомобілів, у яких під час повороту 
керованого колеса на місці кут закрутки диска відносно до контактного відбитка, визначений за 
виразом (1), більший 13°, вираз (4) набуде вигляду: 
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де 
21
a

а  , ш
b

b 
21 , ш

b
b 

22 ; a, b – поздовжня та поперечна осі рівновеликого за 

моментом опору повороту шини прямокутника, м; Δш – відстань від поздовжньої вісі відбитка до 
центра відносного повороту відбитка, яку для конкретної шини визначають експериментально, м. 

Момент опору повороту шини Мφ визначали залежно від кута закручування тіла шини θR зі 
зміною дожини цапфи lц від 0 до 5 м при рш = 0,4 МПа з урахуванням незмінного навантаження на 
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кероване колесо Gк = 27000 Н, розмірів контактного відбитка а = 0,225 м, b = 0,334 м, 
експериментально отриманих значень зміщення Δш, кутової жорсткості шини Сθ=267 Нꞏм/град. 

При цьому розрахунки моменту опору повороту шини Мφ здійснювали так: при значеннях 
довжини цапфи 0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,382 м – за залежністю (8), при довжині цапфи 0,4, 0,6, 0,8 м – за 
виразом (3). Водночас у виразі (3) граничний за зчепленням момент опору повороту шини Мφmax 
визначали за виразом (8) з урахуванням зміщення Δш при значеннях довжини цапфи 0,4, 0,6, 0,8 м 
відповідно. При значеннях довжини цапфи 0,826 – 5,0 м розрахунки вели за виразом (2). Кут 
закручування тіла шини θR визначали за виразом (1) з урахуванням залежності R = f(lц). 

Результати розрахунків моменту опору повороту шини Мφ та кута закручування тіла шини при 
зміні довжини цапфи lц від 0 до 5 м наведено в табл. 1. 

 
Таблиця 1 – Результати розрахунків моменту опору повороту шини Мφ при зміні дожини 

цапфи lц в діапазоні від 0 до 5 м при рш = 0,4 МПа 
Table 1 – The results of calculations of the tire steering resistance torque Мφ at changing the knuckle 

length lц in the range from 0 to 5 m at рш = 0,4 MPa 
 

lц, м 0 0,1 0,225 0,3 0,382 0,4 0,6 0,8 1 3 5 
Δш, м 0 0,051 0,102 0,116 0,125 0,127 0,152 0,162 0,167 0,167 0,167 
R,м 0 0,048 0,118 0,178 0,248 0,265 0,434 0,619 0,809 2,76 4,705 
θR, град ∞ 67,14 27,31 18,11 13,0 12,18 7,42 5,2 3,98 1,17 0,68 
Мφ, Нꞏм 1752 1870 2220 2355 2462 2461 2073 1413 1063 312 182 

 
На рис. 6 наведено залежність кута закручування тіла шини при зміні довжини цапфи від 0,1 

до 5,0 м. Із рис. 6 видно, що зі збільшенням довжини цапфи кут закручування тіла шини 
зменшується. Мінімальний кут закручування тіла шини, при якому вважається, що у контактному 
відбитку шини є тільки зони ковзання θR = 13°, досягається при lц = 0,382 м. Максимальний кут 
закручування тіла шини, при якому вважається, що у контактному відбитку є тільки зони зчеплення 
θR = 5°, досягається при lц = 0,826 м. 

 

 
 

Рисунок 6 – Залежність кута закручування тіла шини від довжини цапфи 
Figure 6 – Dependence of the tire body torsion angle on the knuckle length 

 
На рис. 7 наведено залежність Мφ = f(lц) при зміні довжини цапфи lц в діапазоні від 0 до 5 м при 

рш = 0,4 МПа. З рис. 7 видно, що зі збільшенням довжини цапфи від 0 до 0,382 м, момент опору 
повороту шини Мφ збільшується від 1752 до 2462 Нꞏм. У цьому діапазоні зміни довжини цапфи 
зменшується кут закручування тіла шини від ∞ до 13º та збільшується зміщення центра відносного 
повороту контактного відбитка Δш, що при незмінному навантаженні та коефіцієнті зчеплення шини з 
опорною поверхнею призводить до збільшення моменту опору повороту шини Мφ. При довжині 
цапфи lц = 0,382 м кут закручування тіла шини набуває мінімального значення, при якому у 
контактному відбитку шини наявні тільки зони ковзання. Відповідно момент Мφ набуває 
максимального (граничного) значення. 
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Рисунок 7 – Залежність моменту опору повороту шини від дожини цапфи  
при Gк =27 kH та рш = 0,4 МПа 

Figure 7 – Dependence of the tire steering resistance torque on the knuckle length  
at Gк =27 kH and рш = 0,4 МPа 

Збільшення довжини цапфи від 0,382 до 0,826 м призвело одночасно до зменшення кута 
закручування тіла шини від 13 до 50  та збільшення зміщення Δш  від 0,125 до 0,163 м, що було 
враховано у залежності (3). У цьому діапазоні зміни довжини цапфи у контактному відбитку шини 
знаходяться зони зчеплення та ковзання. У міру збільшення довжини цапфи площа зон ковзання 
зменшується, що призводить до відповідного зменшення величини моменту Мφ. 

Зі збільшенням довжини цапфи від 0,826 до 5,0 м кут закручування тіла шини зменшується від 
5° до 0,68°, а центр відносного повороту контактного відбитка знаходиться на краю відбитка. За цих 
значень довжини цапфи момент Мφ є функцією тільки кута закручування тіла шини. Зменшення кута 
закручування зменшує величину моменту Мφ. 

Експериментальні дослідження моменту опору повороту шини керованого колеса проводили 
на стенді [12] при Gк = 27000 Н, рш = 0,4 МПа, а = 0,225 м, b = 0,334 м, lц = 0,225 м, αш = 9,5°, βш = 0°, 
γш0 = – 0,5°, rд = 0,610 м. Величину моменту опору повороту шини визначали за експериментальним 
значенням моменту опору повороту керованого колеса на місці, який у загальному випадку 
розраховується так: 

jтрfстк ММММMМ   ,                                       (11) 

 
де Мк  – момент опору повороту керованого колеса (момент, який необхідно прикласти 

відносно вісі шворня для повороту колеса), Нꞏм; Мφ  – момент опору повороту шини відносно центра 
відносного повороту, який залежно від кута закручування тіла шини θR визначався за виразом (2), (3), 
(10); Мст – ваговий стабілізуючий момент, який визначається за [1], Нꞏм; Мf  – момент опору 
коченню, викликаний переміщенням відбитка відносно центра переносного руху, який визначимо за 
виразом Мf  = fGkR. Радіус траєкторії руху R визначався експериментально; f – коефіцієнт опору 
коченню приймався 0,012; Мтр – момент тертя у підшипниках шворневого вузла, який визначався 
експериментально при установці керованого колеса на поворотне коло, Нꞏм; Мj – інерційний момент, 
викликаний кутовим прискоренням під час повороту колеса відносно осі шворня, приймався рівним 
нулю. 

Так, при довжині цапфи 0,225 м та тиску повітря рш = 0,4 МПа розрахунковий момент складав 
2220 Нꞏм (експеримент 2126 Нꞏм); при тиску рш =0,2 МПа розрахунковий момент 2430 Нꞏм 
(експеримент 2332 Нꞏм); при тиску повітря рш = 0,05 МПа розрахунковий момент 3430 Нꞏм 
(експеримент 3290 Нꞏм). При цьому похибка не перевищує 6 %, що підтверджує достовірність 
наведених залежностей для визначення моменту опору повороту шини відносно центра руху. 

Оскільки пневматик забезпечує неголономний зв’язок між диском і опорною поверхнею, то 
при визначенні особливостей кінематики та динаміки еластичного колеса необхідно враховувати стан 
контакту шини з опорною поверхнею, який визначатимемо за значеннями кутів θА та θВ . 
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Визначальним параметром, що характеризує значення цих кутів, є коефіцієнт зчеплення шини 
з опорною поверхнею. Максимального значення ці кути досягають на асфальтобетонній поверхні. 
Для шин вантажних автомобілів їх значення досягають θА = 5°, θВ = 13°, а для шин легкових 
автомобілів ці значення значно менші та не перевищують θА = 4°, θВ = 10°. 

Для керованого колеса під час його повороту на місці залежно від довжини цапфи, з 
урахуванням вищенаведеного, маємо: при куті закручування пневматика θR ≥ θВ, що відповідає 
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  у контакті наявні тільки зони зчеплення, де Δш – відстань від 

поздовжньої осі контактного відбитка до його центра відносного повороту. Цю відстань визначають 
експериментально. Оскільки центр відносного повороту знаходиться у межах контактного відбитка, 

тому 
2

b
ш   (b – поперечна вісь контактного відбитка). У міру збільшення радіуса кривизни 

траєкторії руху колеса відстань збільшується, однак не перевищує розміру 
2

b
; γш – поточний кут 

розвалу керованого колеса. 
Наявність кочення керованого колеса з кінематичним кутом відведення під час повороту на 

місці залежить від стану контакту шини з опорною поверхнею. Тільки за відсутності зон ковзання у 
контактному відбитку шини під час руху по криволінійній траєкторії зберігається залежність 

R

a
RR 4
  , де R – радіус траєкторії руху центра відносного повороту колеса. Визначення кута 

відведення за інших умов на сьогодні не уявляється можливим. 
Отже, за своєю природою, явища, що супроводжують рух колеса по криволінійній траєкторії 

та поворот керованого колеса на місці, ідентичні. Різниця між ними полягає лише в тому, що 
траєкторія руху керованого колеса під час його повороту на місці визначається довжиною цапфи, яка 
для вантажних автомобілів не перевищує 0,3 м. 

 
Висновки 
1. Явища, які супроводжують рух некерованого колеса по криволінійній траєкторії та 

керованого колеса під час повороту на місці, за своєю природою ідентичні. 
2. Під час повороту розблокованого керованого колеса на місці контактний відбиток шини 

бере участь у переносному та відносному рухах. До того ж: 
– центром переносного руху відбитка шини є проєкція на опорну поверхню центра повороту 

керованого колеса, яким є точка перетину перпендикуляра, опущеного із центра колеса на вісь 
шворня. Довжина цапфи є визначальним параметром щодо положення центра переносного руху 
контактного відбитка шини; 

– поздовжній нахил шворня суттєво не впливає на положення центра переносного руху 
контактного відбитка шини, а тому з достатньою для практичних розрахунків точністю можна 
прийняти, що під час повороту керованого колеса на місці його центр переносного руху 
знаходитиметься на продовженні поперечної осі контактного відбитка шини; 
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– центр відносного руху контактного відбитка шини знаходиться у межах відбитка, а його 
положення суттєво залежить від довжини цапфи. Збільшення довжини цапфи викликає зміщення 
центра відносного руху до краю відбитка. 

3. Якщо кероване колесо заблоковано, то під час його повороту на місці контактний відбиток 
шини повертається відносно точки зустрічі осі шворня з опорною поверхнею незалежно від того, чи 
точка зустрічі осі шворня знаходиться у межах контактного відбитка, чи за його межами. 

4. У разі збігу центра переносного руху з центром контактного відбитка шини колесо не 
перекочуватиметься по опорній поверхні (заблоковано), що аналогічно збігу центра переносного руху 
з центром відносного руху. 

5. Математичну модель еластичного колеса необхідно визначати виходячи з явищ, що 
супроводжують рух колеса по криволінійній траєкторії, радіус кривизни якої може змінюватися від 
нуля (поворот керованого колеса на місці у разі збігу центра переносного руху з геометричним 
центром контактного відбитка шини) до нескінченності, що відповідає прямолінійному руху. 
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РЕФЕРАТ 

Солтус А.П. Особливості кінематики і динаміки керованого колеса залежно від довжини 
цапфи / А.П. Солтус, Е.С. Клімов, Л.А. Тарандушка // Вісник Національного транспортного 
університету. Серія «Технічні науки». Науковий журнал. – К.: НТУ, 2022. – Вип. 3 (53). 

У статті наведено результати досліджень кінематичних і динамічних параметрів керованого 
колеса залежно від довжини цапфи під час його повороту на місці. 

Об’єкт дослідження – момент опору повороту шини керованого колеса на місці. 
Мета роботи – визначення особливостей руху керованого еластичного колеса під час повороту 

на місці залежно від довжини цапфи і нахилів шворня та отримання аналітичних залежностей для 
визначення моменту опору повороту шини. 

Метод дослідження – аналітично-експериментальний. 
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Установлено, що явища, які супроводжують поворот еластичного керованого колеса на місці 
та рух некерованого колеса по криволінійній траєкторії, за своєю природою ідентичні. Як під час 
повороту керованого колеса на місці, так і під час руху еластичного колеса по криволінійній 
траєкторії відбувається бічне зміщення та закручування диска відносно контактного відбитка шини. 
При цьому центр відносного руху контактного відбитка шини знаходиться у його межах, а у міру 
збільшення довжини цапфи зміщується до краю відбитка. Центром переносного руху контактного 
відбитка шини керованого колеса під час його повороту на місці є проєкція на опорну поверхню 
центра повороту колеса і на його положення поздовжній нахил шворня суттєво не впливає. 

Аналіз проведених експериментальних досліджень на стенді, що дозволив задавати дискретно 
довжину цапфи 0,225, 0,295, 0,365, 0,680, 0,820 м, показав, що центр відносного повороту 
контактного відбитка шини є функцією довжини цапфи. З урахуванням наведених досліджень 
уточнено залежності для визначення граничного за зчепленням моменту опору повороту шини 
керованого колеса. 

Результати досліджень можуть стати у нагоді фахівцям, які працюють над удосконаленням 
експлуатаційних властивостей колісних транспортних засобів, зокрема маневреності, керованості та 
стійкості руху. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: РАДІУС ТРАЄКТОРІЇ, КОНТАКТНИЙ ВІДБИТОК ШИНИ, КЕРОВАНЕ 
КОЛЕСО, ДОВЖИНА ЦАПФИ, ЦЕНТРИ ПЕРЕНОСНОГО ТА ВІДНОСНОГО РУХІВ. 

 
ABSTRACT 

Soltus A.P., Klimov Е.S., Tarandushka L.А. Peculiarities of kinematics and dynamics of the steered 
wheel depending on the knuckle length. Visnyk National Transport University. Series «Technical Sciences». 
Scientific journal. – Kyiv: National Transport University, 2022. – Issue 3 (53). 

The article presents the results of studies of the steered wheel kinematic and dynamic parameters 
depending on the knukle length during static steering. 

The object of the research is the static tire steering resistance torque. 
The purpose of the work is to determine the features of the steered elastic wheel movement during 

static steering depending on the knukle length and kingpin angles and to obtain analytical dependencies for 
determining the static torque of tire rotation resistance. 

The research method is analytical and experimental. 
It is proved that the phenomena which accompany the elastic steered wheel static turn and the 

nonsteered wheel movement along a curved trajectory are identical by themselves. During the static steered 
wheel rotation, as well as during the elastic wheel movement along a curved trajectory, there is a lateral 
displacement and disk twisting apropos to the tire contact patch. At the same time, the center of relative 
movement of the tire contact patch is within its limits, and as the knuckle length increases, it shifts to the 
patch edge. The center of transferable movement of the tire contact patch of the steered wheel during its 
static turn is the projection onto the support surface of the wheel  rotation  center, and its position is not 
significantly affected by the caster angle. 

The analysis of the experimental studies carried out on the bench which allowed to set discretely the 
knukle length as 0.225, 0.295, 0.365, 0.680, 0.820 m showed that the center of relative rotation of the tire 
contact patch is the knukle length  function. Taking into account the studies mentioned above, the 
dependences for determining the maximum static tire turning resistance torque of the steered wheel tire 
rotation were specified. 

The results of the research can be useful to experts who work on improving the operational properties 
of wheeled vehicles, in particular, maneuverability, handleability and stability of movement. 

KEY WORDS: RADIUS OF THE TRAJECTORY, TIRE CONTACT PATCH, STEERED WHEEL, 
KNUCKLE LENGTH, CENTERS OF TRANSFER AND RELATIVE MOVEMENTS. 
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